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Resumo O presente trabalho tem como principal objetivo a criac¸a˜o de recursos
digitais de apoio ao ensino da Geometria Anal´ıtica, usando a plata-
forma MEGUA, para os estudantes do ensino secunda´rio. Esses re-
cursos digitais consistem num banco de questo˜es de escolha mu´ltipla,
com respetivas resoluc¸o˜es, disponibilizados na plataforma SIACUA e
que permitem ao estudante a realizac¸a˜o de um trabalho auto´nomo e
auto-regulador das suas aprendizagens.
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Abstract This work has as main objective the creation of digital resources to
support Analytic Geometry teaching, using MEGUA plataform, for se-
condary school students. These digital resources consist of a database
of multiple-choice questions, with respective resolutions, available on
SIACUA free platform, which allows the student to carry out an auto-
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
De acordo com as Normas para o Curr´ıculo e Avaliac¸a˜o em Matema´tica Escolar, “a soci-
edade actual espera que as escolas garantam que todos os estudantes tenham a oportunidade
de se tornar matematicamente alfabetizados, sejam capazes de prolongar a sua aprendizagem,
tenham iguais oportunidades de aprender e se tornem cidada˜os aptos a compreender as questo˜es
em aberto numa sociedade tecnolo´gica.”[21].
A integrac¸a˜o das Tecnologias da Informac¸a˜o e Comunicac¸a˜o (TIC) nas pra´ticas letivas e´
uma necessidade pois, ale´m de constitu´ırem uma ferramenta de trabalho que possibilita o
acesso a uma grande quantidade de informac¸a˜o, facilita a diversificac¸a˜o de estrate´gias e mate-
riais pedago´gicos que estimulam o interesse dos estudantes e os motivam para a disciplina da
Matema´tica.
De acordo com Pacheco-Venegas et al [24], o processo de aprendizagem ja´ na˜o e´ carateri-
zado pela transmissa˜o de conhecimentos do professor para o estudante mas, passou a ser um
processo no qual os estudantes constroem o pro´prio conhecimento. Assim, e´ cada vez mais
importante que os estudantes se envolvam em atividades que lhes permitam conhecer na˜o so´
as suas capacidades, como tambe´m as suas dificuldades, de modo a poderem melhorar as suas
aprendizagens. Este processo pode ser significativamente afetado pela motivac¸a˜o do estudante
que, por sua vez, esta´ diretamente relacionada com os efeitos nos diferentes processos cognitivos
que sa˜o relevantes nas aprendizagens matema´ticas.
Neste sentido, e´ imperioso que os professores, “comprometidos com a qualidade da sua
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2pra´tica pedago´gica, reconhec¸am a importaˆncia da integrac¸a˜o das tecnologias no curr´ıculo e na
pra´tica escolar, como um ve´ıculo para o desenvolvimento social, emocional e intelectual do
aluno”[1].
O Plano Tecnolo´gico da Educac¸a˜o foi um programa do XVII Governo Constitucional, apro-
vado em 2007, que tinha como meta a modernizac¸a˜o tecnolo´gica das escolas com 2.o e 3.o
ciclos do ensino ba´sico e com ensino secunda´rio, com o objetivo de promover a integrac¸a˜o e a
utilizac¸a˜o generalizada das TIC nos processos de ensino e de aprendizagem e na gesta˜o escolar.
Entre outras medidas, previa-se que as escolas ate´ 2010 fossem munidas de um quadro
interativo multime´dia por cada 3 salas, um computador com ligac¸a˜o a` Internet por sala e um
computador por cada dois estudantes.
A realidade e´ que nem todas as escolas foram equipadas com quadros interativos ou teˆm
dispon´ıvel uma sala com computadores para ser utilizada por uma turma de estudantes.
No entanto, de acordo com a Direc¸a˜o-Geral de Estat´ısticas da Educac¸a˜o e Cieˆncia [8], a
relac¸a˜o estudantes/computadores com ligac¸a˜o a` Internet desceu muito significativamente desde
o ano letivo 2001/2002, como pode ser analisado no gra´fico que se segue.
Figura 1.1: Relac¸a˜o estudantes/computador com ligac¸a˜o a` Internet [8]
De acordo com os resultados do Inque´rito a` Utilizac¸a˜o de Tecnologias da Informac¸a˜o e da
3Comunicac¸a˜o pelas Famı´lias, promovido pelo Instituto Nacional de Estat´ıstica (INE), realizado
em 2014, 63% dos agregados familiares em Portugal teˆm ligac¸a˜o a` Internet em casa atrave´s
de banda larga e, nas famı´lias com crianc¸as ate´ aos 15 anos, o acesso a`s TIC supera a me´dia
nacional, atingindo proporc¸o˜es pro´ximas de 90% [13]. Ale´m disso, va´rios sa˜o os locais pu´blicos
de acesso livre a` Internet (centros comerciais, escolas, bibliotecas municipais, cafe´s, . . . ).
De acordo com Pacheco-Venegas et al [24], Wick [29] apresenta bons argumentos na uti-
lizac¸a˜o de software open source com objetivos educacionais, descrevendo as suas func¸o˜es e dis-
cutindo a sua utilidade. Em particular, salienta as capacidades da plataforma SageMath [26],
que utiliza a linguagem de programac¸a˜o Python, que se encontra em ascensa˜o de popularidade.
Com o descrito, torna-se pertinente a criac¸a˜o de recursos dispon´ıveis em plataformas de
acesso livre.
A elaborac¸a˜o desta dissertac¸a˜o tem como principal objetivo a criac¸a˜o de recursos digitais
para o estudo da Geometria Anal´ıtica do ensino secunda´rio, mais especificamente, da disciplina
de Matema´tica A dos 10.o e 11.o anos de escolaridade.
O desafio inicial era a elaborac¸a˜o de exerc´ıcios parametrizados de escolha mu´ltipla a serem
integrados no projeto MEGUA (Mathematics Exercise Generator, University of Aveiro), que
utiliza a plataforma SageMath, e disponibilizados na plataforma SIACUA (Sistema Interativo
de Aprendizagens por Computador, Universidade de Aveiro). No entanto, ale´m das 27 questo˜es
de escolha mu´ltipla criadas, foram ainda criados quatro grupos de questo˜es de resposta aberta,
que, para ja´, ainda na˜o se encontram dispon´ıveis online.
O presente trabalho esta´ dividido em cinco cap´ıtulos. No presente cap´ıtulo pretendeu
analisar-se a pertineˆncia da criac¸a˜o de exerc´ıcios dispon´ıveis em plataformas de acesso livre.
Com o segundo cap´ıtulo pretende apresentar-se o suporte teo´rico aos exerc´ıcios criados,
fazendo inicialmente refereˆncia aos temas e conceitos da Geometria Anal´ıtica em estudo, tendo
como base o Programa e Metas Curriculares de Matema´tica A [19].
No terceiro cap´ıtulo sa˜o apresentados os softwares e plataformas utilizados na criac¸a˜o dos
exerc´ıcios e no modo como estes sera˜o disponibilizados ao pu´blico. Apresentam-se tambe´m os
passos necessa´rios para a criac¸a˜o de um exerc´ıcio.
Todos os exerc´ıcios criados sa˜o parametrizados. No quarto cap´ıtulo e´ apresentada uma
concretizac¸a˜o dos paraˆmetros de cada um dos exerc´ıcios e respetivas resoluc¸o˜es. No CD que
4acompanha esta dissertac¸a˜o esta´ inclu´ıdo o co´digo fonte de cada um dos exerc´ıcios.
No quinto, e u´ltimo cap´ıtulo, sa˜o feitas algumas considerac¸o˜es sobre o trabalho desenvolvido
e do trabalho que se podera´ desenvolver futuramente.
Cap´ıtulo 2
Geometria Anal´ıtica no Ensino
Secunda´rio
Os conteu´dos tratados tiveram como base o Programa e Metas Curriculares de Matema´tica
A [19], cuja implementac¸a˜o esta´ prevista para o ano letivo 2015/2016, prosseguindo nos anos
seguintes para os 11.o e 12.o anos de escolaridade.
Na elaborac¸a˜o dos recursos digitais do to´pico Geometria Anal´ıtica decidiu distinguir-se
quatro subto´picos principais, cada um deles subdivididos em va´rios conceitos:
• Geometria anal´ıtica no plano
– Referenciais ortonormados;
– Distaˆncia entre pontos e mediatriz;
– Circunfereˆncia e elipse;
– Domı´nios planos;
– Declive e inclinac¸a˜o de uma reta.
• Ca´lculo vetorial no plano
– Coordenadas de um vetor;
– Operac¸o˜es com vetores;
– Equac¸o˜es de uma reta;
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– Colinearidade de vetores.
• Geometria anal´ıtica no espac¸o
– Referenciais ortonormados;
– Equac¸o˜es de planos;
– Equac¸o˜es da reta;
– Distaˆncia entre pontos;
– Subconjuntos do espac¸o;
– Aplicac¸o˜es do ca´lculo vetorial.
• Produto escalar de vetores
– Ca´lculo e propriedades;
– Perpendicularidade.
Neste cap´ıtulo apresentam-se algumas definic¸o˜es e resultados que constituem o suporte
teo´rico dos exerc´ıcios criados.
2.1 Espac¸o vetorial e referenciais ortonormados
Sendo Rn um espac¸o vetorial e (~e1, ~e2, . . . , ~en) uma base1 de Rn, o par (O; (~e1, ~e2, . . . , ~en)) e´
designado por referencial, em que O e´ um ponto fixo designado por origem do referencial. Se
a base (~e1, ~e2, . . . , ~en) e´ ortonormada, ou seja, se os vetores sa˜o ortogonais dois a dois e se teˆm
comprimento 1, o referencial e´ designado por ortonormado, durante o trabalho designado por
o.n.. Se ~e1 = (1, 0, . . . , 0), ~e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), ..., ~en = (0, 0, . . . , 0, 1), o referencial e´ designado
por cano´nico.
O estudo da Geometria do ensino secunda´rio centra-se apenas em R2 e R3 e e´ sempre utili-
zado o referencial cano´nico. Particularizando para R3, considerando O a origem do referencial
1os vetores ~e1, ~e2, . . . , ~en sa˜o um conjunto de geradores de Rn linearmente independentes, ou seja, todo o
ponto de Rn escreve-se como combinac¸a˜o linear de ~e1, ~e2, . . . , ~en e ∀α1, α2, . . . , αn ∈ R, α1~e1 +α2~e2, . . . , αn~en =
0⇒ α1 = α2 = . . . = αn = 0
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e os vetores da base ~e1(1, 0, 0), ~e2(0, 1, 0) e ~e3(0, 0, 1), o referencial e´ normalmente designado
por Oxyz. As retas definidas pelos vetores da base sa˜o designadas por eixos coordenados e
representados por Ox (eixo das abcissas), Oy (eixo das ordenadas) e Oz (eixo das cotas). O
ponto de intersecc¸a˜o dos eixos coordenados e´ a origem do referencial.
Chamam-se coordenadas do ponto P no referencial (O, (~e1, ~e2, . . . , ~en)) a`s coordenadas do
vetor
−→
OP em relac¸a˜o a` base considerada. Ou seja, sendo
−→
OP = p1~e1+p2~e2+. . .+pn~en, podemos
dizer que o ponto P tem de coordenadas (p1, p2, . . . , pn).









Figura 2.1: Coordenadas de um ponto em R3
Geometricamente, as coordenadas do ponto P coincidem com as projec¸o˜es ortogonais do
ponto, PX , PY e PZ , sobre os eixos coordenados.
Designam-se por planos coordenados os treˆs planos perpendiculares entre si, que podem ser
determinados por dois eixos coordenados e representam-se por xOy, xOz e yOz, consoante os
eixos coordenados que conteˆm.
2.1.1 Coordenadas de um vetor
Sendo Rn um espac¸o vetorial e (~e1, ~e2, . . . , ~en) uma sua base, qualquer vetor ~u ∈ Rn pode
ser escrito como uma decomposic¸a˜o u´nica de vetores da referida base.
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Ou seja,
∃!α1, α2, . . . , αn ∈ R : ~u = α1~e1 + α2~e2 + . . .+ αn~en.
Aos vetores αi~ei, i = 1, 2, . . . , n, da´-se a designac¸a˜o de componentes do vetor ~u e o n-uplo
(α1, α2, . . . , αn) designa as suas coordenadas.
A medida do comprimento do vetor ~u designa-se por norma de ~u e representa-se por ||~u||.
Por vezes a norma e´ designada por comprimento.







Figura 2.2: Coordenadas de um vetor em R2






No que se segue, dado um vetor ~u, as suas coordenadas designam-se por (u1, u2, . . . , un).






2 + . . .+ u
2
n.
Um vetor de norma 1 e´ designado por vetor unita´rio.
Dado um vetor ~v 6= ~0, o vetor ~v||~v|| e´ unita´rio e possui a mesma direc¸a˜o e sentido de ~v.
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2.1.2 Operac¸o˜es entre vetores
Dados dois vetores ~u e ~v de Rn, o vetor ~w = ~u+~v tem de coordenadas a soma das coordenadas
correspondentes dos vetores ~u e ~v, isto e´, para ~u(u1, u2, . . . , un) e ~v(v1, v2, . . . , vn),
~w = ~u+ ~v = (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn).
Particularizando para R2, sendo ~u(u1, u2) e ~v(v1, v2), ~w = ~u+ ~v = (u1 + v1, u2 + v2).
Geometricamente, o vetor ~w = ~u + ~v une a origem de ~u a` extremidade de ~v quando se faz




Figura 2.3: Soma de vetores
Dado um vetor ~u de Rn de coordenadas (u1, u2, . . . , un) e α um nu´mero real, o produto de
~u por α, α~u, e´ um vetor de coordenadas (αu1, αu2, . . . , αun), tal que:
• Se α = 0, α~u = ~0, o vetor nulo;
• Se α > 0, α~u tem a mesma direc¸a˜o e sentido de ~u;
• Se α < 0, α~u tem a mesma direc¸a˜o de ~u, mas sentido contra´rio.
Para α = −1, α~u = (−1)~u = −~u e´ designado o vetor sime´trico de ~u.
Propriedade 2.1. Sejam ~u,~v, ~w vetores de Rn e α, α1, α2 escalares. As operac¸o˜es com vetores
possuem as seguintes propriedades:
Propriedades da adic¸a˜o:
• Propriedade comutativa: ~u+ ~v = ~v + ~u;
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• Propriedade associativa: (~u+ ~v) + ~w = ~u+ (~v + ~w);
• Existeˆncia de elemento neutro: ~0 + ~u = ~u;
• Existeˆncia de elemento sime´trico: Para cada vetor ~v existe um u´nico vetor −~v tal que
~v + (−~v) = ~0.
Propriedades da multiplicac¸a˜o de um vetor por um escalar:
• Propriedade distributiva da multiplicac¸a˜o de escalares em relac¸a˜o a` adic¸a˜o de vetores:
α(~u+ ~v) = α~u+ α~v;
• Existeˆncia de elemento absorvente: 0.~u = ~0;
• Propriedade associativa da multiplicac¸a˜o por escalares: (α1α2)~u = α1(α2~u);
• Propriedade distributiva da multiplicac¸a˜o de vetores em relac¸a˜o a` adic¸a˜o de escalares:
(α1 + α2)~u = α1~u+ α2~u;
• Existeˆncia de elemento neutro: 1.~u = ~u.

















Figura 2.4: Soma de vetores em R2
Geometricamente pode concluir-se que
−→
AB = −−→OA+−−→OB e, consequentemente,
−→
AB = (b1, b2)− (a1, a2) = (b1 − a1, b2 − a2).
2.1 Espac¸o vetorial e referenciais ortonormados 11
Como
−→
AB = B − A, vem que B = A+−→AB.
Pode ainda concluir-se que, dado um ponto A(a1, a2) e um vetor ~v(v1, v2), o ponto A + ~v
tem de coordenadas (a1 + v1, a2 + v2). Geometricamente, a soma de um ponto com um vetor
resulta na translac¸a˜o do ponto segundo a direc¸a˜o, sentido e comprimento de ~v.
Dois vetores ~u e ~v dizem-se colineares se teˆm a mesma direc¸a˜o.
Proposic¸a˜o 2.1. Se dois vetores ~u e ~v sa˜o colineares e ~v 6= ~0, enta˜o existe α ∈ R tal que
~u = α~v.
Demonstrac¸a˜o. Se ~u e ~v sa˜o colineares, enta˜o ~u e α~v teˆm a mesma direc¸a˜o.
Suponha-se que ~u e ~v teˆm o mesmo sentido. Fazendo α =
||~u||
||~v|| , tem-se que
||α~v|| = α||~v|| = ||~u||||~v|| .||~v|| = ||~u||.
Como os vetores ~u e α~v teˆm a mesma direc¸a˜o, sentido e norma, enta˜o ~u e α~v sa˜o iguais.
A demonstrac¸a˜o e´ ana´loga para ~u e ~v com sentidos opostos, fazendo α = −||~u||||~v|| .
2.1.3 Produto escalar de vetores















2.1 Espac¸o vetorial e referenciais ortonormados 12
e, consequentemente,





OQ′ e´ a projec¸a˜o ortogonal de ~v sobre ~u.
Define-se por produto escalar de ~u e ~v o produto da norma de ~u pela norma da projec¸a˜o
ortogonal de ~v na direc¸a˜o de ~u e representa-se por ~u · ~v. Ou seja,
~u · ~v = ||~u|| ||~v|| cosα,
sendo α o aˆngulo formado pelos vetores ~u e ~v.
A partir da definic¸a˜o de produto escalar de vetores obteˆm-se as seguintes propriedades:
Propriedade 2.2. Dados os vetores ~u, ~v e ~w de Rn e α ∈ R,
1. ~u · ~v = 0⇔ ~u ⊥ ~v;
2. ~u · ~u = ||~u||2;
3. ~u · ~v = ~v · ~u;
4. (~u+ ~v) · ~w = ~u · ~w + ~v · ~w.
Considere-se um referencial ortonormado (O, (~e1, ~e2, . . . , ~en)) e os vetores ~u e ~v do espac¸o
vetorial Rn, com coordenadas (u1, u2, . . . , un) e (v1, v2, . . . , vn), respetivamente.
Os vetores ~u e ~v podem ser representados por
~u = u1~e1 + u2~e2 + . . .+ un~en e ~v = v1~e1 + v2~e2 + . . .+ vn~en.
Assim,
~u · ~v = (u1~e1 + u2~e2 + . . .+ un~en) · (v1~e1 + v2~e2 + . . .+ vn~en)
e, como ~ei · ~ej = 0 para i, j ∈ {1, . . . , n}, com i 6= j, vem
~u · ~v = u1v1(~e1 · ~e1) + u2v2(~e2 · ~e2) + . . .+ unvn(~en · ~en).
Uma vez que ~ei · ~ei = 1,∀i ∈ {1, . . . , n}, tem-se que
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~u · ~v = u1v1 + u2v2 + . . .+ unvn .
2.2 Subconjuntos do plano
Nesta secc¸a˜o apresentam-se alguns subconjuntos do plano definidos a` custa de pontos ou de
outros conjuntos do plano.
2.2.1 Mediatriz
A Geometria Anal´ıtica e´ iniciada no 10o ano de escolaridade com a introduc¸a˜o do conceito
de referencial ortonormado no plano, sendo A(a1, a2) a designac¸a˜o utilizada para representar o
ponto A de abcissa a1 e ordenada a2.
A introduc¸a˜o do conceito de mediatriz implica o conhecimento da determinac¸a˜o da distaˆncia
entre dois pontos e do ponto me´dio de um segmento de reta.













Figura 2.6: Distaˆncia entre dois pontos em R2
A medida da distaˆncia entre os pontos A e B, d(A,B) ou AB, pode ser determinada atrave´s
da aplicac¸a˜o do Teorema de Pita´goras ao triaˆngulo retaˆngulo cujos ve´rtices sa˜o os pontos A, B
e C, sendo C(b1, a2), como se indica na Figura 2.6.
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Assim,




(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2.
Proposic¸a˜o 2.2. Dada uma reta nume´rica e dois pontos A e B de abcissas a e b, respetiva-




Demonstrac¸a˜o. Considerem-se os pontos A e B de abcissas a e b, respetivamente, e M o ponto




Figura 2.7: Ponto me´dio de um segmento de reta em R
O comprimento do segmento de reta [AB] e´ de b− a, donde a medida da distaˆncia de A ao















Proposic¸a˜o 2.3. Dado um plano munido de um referencial ortonormado e dados dois pontos








Demonstrac¸a˜o. Considerem-se os pontos A e B de coordenadas (a1, a2) e (b1, b2), respetiva-
mente. Seja M o ponto me´dio do segmento de reta [AB] de coordenadas (m1,m2).










Figura 2.8: Ponto me´dio de um segmento de reta em R2
Aplicando o Teorema de Tales 2,
AM
m1 − a1 =
MB
b1 −m1 .
Sendo M o ponto me´dio do segmento de reta [AB], AM = MB, donde,









m2 − a2 = b2 −m2 ⇔ m2 = a2 + b2
2
.









Definic¸a˜o 2.1. Designa-se por mediatriz de um segmento de reta o conjunto de todos os pontos
do plano que sa˜o equidistantes das extremidades desse segmento.
2Teorema de Tales: Se duas retas sa˜o secantes a um conjunto de retas paralelas, enta˜o a raza˜o entre os
comprimentos de dois segmentos de reta quaisquer de uma delas e´ igual a` raza˜o entre os comprimentos dos
segmentos de reta correspondentes da outra.
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Considere-se o segmento de reta [AB], em que as coordenadas de A e de B sa˜o, respetiva-
mente, (a1, a2) e (b1, b2). Seja P um ponto gene´rico, de coordenadas (x, y), que se encontra a`










Figura 2.9: Mediatriz de um segmento de reta
Se d(A,P ) = d(B,P ) vem
√
(x− a1)2 + (y − a2)2 =
√
(x− b1)2 + (y − b2)2.
Como
(x− a1)2 + (y − a2)2 ≥ 0 ∧ (x− b1)2 + (y − b2)2 ≥ 0, ∀(x, y) ∈ R2,
resulta
(x− a1)2 + (y − a2)2 = (x− b1)2 + (y − b2)2.
Assim, a equac¸a˜o da mediatriz do segmento de reta [AB] e´ dada pela expressa˜o
(x− a1)2 + (y − a2)2 = (x− b1)2 + (y − b2)2.
O desenvolvimento dos quadrados dos bino´mios e posterior simplificac¸a˜o dos termos seme-
lhantes levara´ a` equac¸a˜o reduzida da mediatriz na forma y = mx+ b.
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2.2.2 Circunfereˆncia, c´ırculo e elipse
Definic¸a˜o 2.2. Dado um ponto A(a1, a2) pertencente a um plano e um nu´mero real positivo
r, da´-se o nome de circunfereˆncia de centro A e raio r ao conjunto de pontos P (x, y) do plano
cuja distaˆncia a A e´ igual a r.
Considere-se o ponto A(a1, a2), centro de uma circunfereˆncia, e um ponto P (x, y) gene´rico,
pertencente a` circunfereˆncia. Seja r o raio da circunfereˆncia.
Assim,
d(A,P ) = r,
ou seja,
√
(x− a1)2 + (y − a2)2 = r ⇔ (x− a1)2 + (y − a2)2 = r2,
uma vez que (x− a1)2 + (y − a2)2 ≥ 0 ∀(x, y) ∈ R2.
A equac¸a˜o reduzida da circunfereˆncia de centro A e raio r e´ dada pela expressa˜o
(x− a1)2 + (y − a2)2 = r2.
Definic¸a˜o 2.3. Chama-se c´ırculo ao conjunto de todos os pontos do plano que pertencem a
uma circunfereˆncia ou ao interior desta.
Ou seja, um ponto pertence a um c´ırculo se a distaˆncia desse ponto ao centro da circun-
fereˆncia que o limita e´ menor ou igual ao raio, donde se conclui que
(x− a1)2 + (y − a2)2 ≤ r2
e´ a condic¸a˜o que define o c´ırculo de centro A e raio r.
Definic¸a˜o 2.4. Dados dois pontos A e B, fixos, pertencentes a um plano, designa-se por elipse
o conjunto de pontos, P , do plano tais que d(P,A) + d(P,B) = k, em que k e´ um valor
constante superior a d(A,B). Os pontos A e B designam-se por focos da elipse e o ponto me´dio
do segmento [AB] por centro da elipse.







Figura 2.10: Representac¸a˜o gra´fica da elipse
Os pontos de intersec¸a˜o da elipse com os seus eixos de simetria, na Figura 2.10 representados
por V1, V2, V3 e V4, sa˜o designados por ve´rtices da elipse. Os ve´rtices opostos de uma elipse
definem os seus eixos; neste caso, o segmento de reta [V1, V3] e´ o eixo maior da elipse e o
segmento de reta [V2, V4] e´ o eixo menor.
Designe-se por a o comprimento do semieixo de simetria que se encontra sobre o eixo coor-
denado Ox, por b o comprimento do semieixo que se encontra sobre o eixo coordenado Oy e
por c a distaˆncia de cada foco ao centro da elipse, como se ilustra na Figura 2.11.
Sendo A(a1, a2) e B(b1, b2) os focos da elipse, considere-se C(c1, c2) um ponto pertencente a`






Figura 2.11: Eixo maior e distaˆncia focal
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Por definic¸a˜o de elipse,
d(A,C) + d(B,C) = k,
ou seja,
c+ a+ a− c = k,
donde
2a = k.
Seguindo um racioc´ınio ana´logo numa elipse cujo eixo maior e´ paralelo ao eixo Oy, concluir-
se-ia que, nessa situac¸a˜o, 2b = k.
Assim, em qualquer elipse, a soma das distaˆncias de um ponto da elipse aos seus focos e´
igual ao eixo maior da elipse.








Figura 2.12: Medidas de eixos e distaˆncia focal
Uma vez que o centro da elipse e´ o ponto me´dio do segmento [AB], a sua mediatriz vai
coincidir com o eixo Oy, intersetando a elipse em dois pontos, C e D. Uma vez que o ponto C
pertence a` elipse, d(A,C) + d(B,C) = 2a; por outro lado, o ponto C pertence a` mediatriz do
segmento [AB], donde AC = BC. Pode assim concluir-se que CB = a.
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Aplicando o Teorema de Pita´goras vem
a2 = b2 + c2. (2.1)
Seguindo um racioc´ınio ana´logo numa elipse cujo eixo maior e´ paralelo ao eixo coordenado
Oy, concluir-se-ia que, para essa situac¸a˜o,
b2 = a2 + c2. (2.2)








Se uma elipse de centro na origem sofrer uma translac¸a˜o segundo um vetor ~v =
−→
OP o seu
centro passa a ser o ponto P . Considerando (x0, y0) as coordenadas do ponto P , a equac¸a˜o







No ensino secunda´rio apenas sa˜o estudadas elipses centradas na origem com eixo maior
sobre o eixo coordenado Ox.
2.3 Subconjuntos do espac¸o
Nesta secc¸a˜o pretende definir-se os conceitos de plano mediador, superf´ıcie esfe´rica e esfera.
2.3.1 Plano mediador
Sejam A(a1, a2, a3) e B(b1, b2, b3) dois pontos do espac¸o.
Para se poder determinar a distaˆncia entre estes dois pontos, construa-se um prisma retan-
gular de modo a que o segmento de reta [AB] seja a diagonal espacial desse prisma.









Figura 2.13: Distaˆncia entre dois pontos no espac¸o
Os pontos C e D representados teˆm de coordenadas (b1, a2, b3) e (a1, a2, b3), respetivamente.
Pode ainda concluir-se que
d(C,D) = |b1 − a1| ;
d(B,C) = |b2 − a2| ;
d(A,D) = |b3 − a3| .
Aplicando o Teorema de Pita´goras ao triaˆngulo [BCD] vem
(d(B,D))2 = (d(C,D))2 + (d(B,C))2,
ou seja,
(d(B,D))2 = (b1 − a1)2 + (b2 − a2)2.
Aplicando o Teorema de Pita´goras ao triaˆngulo [ABD] obte´m-se
(d(A,B))2 = (d(B,D))2 + (d(A,D))2,
ou seja,
(d(A,B))2 = (b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2.
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Assim, a distaˆncia entre dois pontos A(a1, a2, a3) e B(b1, b2, b3) e´ dada pela expressa˜o
d(A,B) =
√
(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2.
Definic¸a˜o 2.5. Dados dois pontos A(a1, a2, a3) e B(b1, b2, b3) do espac¸o, designa-se por plano
mediador do segmento de reta [AB] o conjunto de pontos do espac¸o equidistantes de A e de B.
Considerem-se assim dois pontos A(a1, a2, a3) e B(b1, b2, b3) e um ponto gene´rico P (x, y, z)
pertencente ao plano mediador de [AB]. Por definic¸a˜o de plano mediador, tem-se que
d(A,P ) = d(B,P ),
donde resulta
√
(x− a1)2 + (y − a2)2 + (z − a3)2 =
√
(x− b1)2 + (y − b2)2 + (z − b3)2.
Como
∀(x, y, z) ∈ R3, (x− a1)2 + (y − a2)2 + (z − a3)2 ≥ 0 ∧ (x− b1)2 + (y − b2)2 + (z − b3)2 ≥ 0,
enta˜o,
(x− a1)2 + (y − a2)2 + (z − a3)2 = (x− b1)2 + (y − b2)2 + (z − b3)2.
Assim, a equac¸a˜o do plano mediador do segmento de reta [AB] e´ dada pela expressa˜o
(x− a1)2 + (y − a2)2 + (z − a3)2 = (x− b1)2 + (y − b2)2 + (z − b3)2.
O desenvolvimento dos quadrados dos bino´mios e posterior simplificac¸a˜o dos termos seme-
lhantes levara´ o estudante a` equac¸a˜o do plano mediador na forma ax + by + cz + d = 0 com
a, b, c, d ∈ R.
2.3.2 Superf´ıcie esfe´rica e esfera
Definic¸a˜o 2.6. Dado um ponto A(a1, a2, a3) e um nu´mero real positivo r, da´-se o nome de
superf´ıcie esfe´rica de centro A e raio r ao conjunto de pontos P (x, y, z) do espac¸o cuja distaˆncia
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de A e´ igual a r.
Por definic¸a˜o de superf´ıcie esfe´rica, e estendendo a R3 o que foi feito na subsecc¸a˜o 2.2.2 para
a circunfereˆncia em R2, chega-se a` equac¸a˜o reduzida da superf´ıcie esfe´rica de centro A e raio r,
(x− a1)2 + (y − a2)2 + (z − a3)2 = r2.
Sendo a esfera o conjunto de todos os pontos do espac¸o que pertencem a uma superf´ıcie
esfe´rica ou ao interior desta, a sua equac¸a˜o reduzida pode ser dada pela expressa˜o
(x− a1)2 + (y − a2)2 + (z − a3)2 ≤ r2.
2.4 Equac¸o˜es da reta e do plano
Nesta secc¸a˜o pretende deduzir-se diferentes formas de representac¸a˜o de retas, no plano e no
espac¸o, e de planos no espac¸o.
2.4.1 Equac¸o˜es da reta









Figura 2.14: Reta em R3
Seja P (x, y, z) um ponto gene´rico contido na reta r.
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Assim, o ponto P esta´ contido na reta r se e so´ se o vetor
−−→
P0P e´ paralelo ao vetor ~v, ou seja,
∃α ∈ R : −−→P0P = α~v.
Donde,
P = P0 + α~v, α ∈ R. (2.3)
Esta u´ltima equac¸a˜o e´ designada por equac¸a˜o vetorial da reta.
A partir da equac¸a˜o (2.3) obteˆm-se as designadas equac¸o˜es parame´tricas da reta:

x− x0 = αv1
y − y0 = αv2
z − z0 = αv3
, α ∈ R. (2.4)










O vetor ~v e´ designado por vetor diretor da reta r.
Se uma das componentes do vetor ~v for nula, a reta e´ paralela ao plano coordenado definido
pelas outras duas componentes do vetor. Por exemplo, se a primeira coordenada do vetor for
nula, a reta e´ paralela ao plano coordenado yOz.
Se duas das componentes do vetor forem nulas, a reta e´ paralela ao eixo coordenado definido
pela componente na˜o nula do vetor. Por exemplo, se v1 = v2 = 0, enta˜o a reta e´ paralela ao eixo
coordenado Oz. Se uma reta e´ paralela ao eixo coordenado Oz e conte´m um ponto P (x0, y0, z0)
enta˜o pode ser definida pelas condic¸o˜es x = x0 ∧ y = y0.
Particularizando para R2, uma reta r que conte´m um ponto P0 e ~v(v1, v2) e´ um seu vetor
diretor, pode ser representada pela equac¸a˜o vetorial
r : P = P0 + α~v, α ∈ R,
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obtendo-se a partir desta equac¸a˜o as equac¸o˜es parame´tricas da reta:x = x0 + αv1y = y0 + αv2 , α ∈ R.








y − y0 = v2
v1
(x− x0),
em que m =
v2
v1
e´ designado por declive da reta r. Geometricamente, o declive de uma reta e´
a tangente do aˆngulo definido pela reta e o eixo Ox.
Assim, uma reta na˜o paralela ao eixo Oy pode ser definida pela sua equac¸a˜o reduzida,
y = mx+ b,
em que m =
v2
v1
e b = y0 −mx0.
Se uma reta e´ paralela ao eixo Oy enta˜o todos os pontos nela contidos teˆm a mesma abcissa;
ou seja, se a reta conte´m o ponto P0(x0, y0), enta˜o qualquer ponto da reta e´ do tipo (x0, y),
donde a sua equac¸a˜o e´ dada por x = x0.
Se uma reta e´ paralela ao eixo Ox e passa pelo ponto P0(x0, y0), a sua equac¸a˜o e´ dada por
y = y0.
Proposic¸a˜o 2.4. Duas retas na˜o paralelas aos eixos coordenados sa˜o perpendiculares entre si
se e so´ se o produto dos respetivos declives for −1.
Demonstrac¸a˜o. Sejam r1 e r2 duas retas perpendiculares entre si, na˜o paralelas aos eixos coor-
denados, de declives m1 e m2, respetivamente. Seja θ o aˆngulo formado pela reta r1 com o eixo
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Tem-se que:



















m1 m2 = −1.
2.4.2 Equac¸o˜es do plano
Dados treˆs pontos P0, P1 e P2 na˜o colineares de R3 existe um u´nico plano α que os conte´m.
Considerem-se os vetores ~u =
−−→
P0P1 e ~v =
−−→
P0P2. Uma vez que os treˆs pontos considerados
sa˜o na˜o colineares, os vetores ~u e ~v sa˜o linearmente independentes.
Sendo P um ponto gene´rico de α, o vetor
−−→
P0P pode ser escrito como uma combinac¸a˜o linear
de ~u e ~v, ou seja,
∃!λ, β ∈ R3 : −−→P0P = λ~u+ β~v,
donde resulta
P = P0 + λ~u+ β~v, λ, β ∈ R,
que e´ designada equac¸a˜o vetorial do plano que conte´m o ponto P0 e e´ definido pelas direc¸o˜es
de ~u e ~v.
Considerando P (x, y, z), P0(x0, y0, z0), ~u(u1, u2, u3) e ~v(v1, v2, v3), a` semelhanc¸a do que foi
feito para a equac¸a˜o da reta na secc¸a˜o 2.4.1, obteˆm-se as equac¸o˜es parame´tricas do plano:
x = x0 + λu1 + βv1
y = y0 + λu2 + βv2
z = z0 + λu3 + βv3
, λ, β ∈ R.
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Considere-se agora um plano α de R3 que conte´m o ponto P0(x0, y0, z0) e que e´ perpendicular
ao vetor na˜o nulo ~v(v1, v2, v3).
Um ponto P (x, y, z) pertence a α se e so´ se
−−→
P0P e´ perpendicular a ~v, ou seja,
−−→
P0P · ~v = 0
e, como tal, resulta (P − P0) · ~v = 0.
Ou ainda,
(x− x0).v1 + (y − y0).v2 + (z − z0).v3 = 0⇔ ax+ by + cz − d = 0,
com a = v1, b = v2, c = v3 e d = x0v1 + y0v2 + z0v3.
A equac¸a˜o
ax+ by + cz − d = 0 (2.5)
e´ designada por equac¸a˜o cartesiana do plano α, em que (a, b, c) sa˜o as coordenadas de um vetor
normal ao plano α.
No caso de um plano ser paralelo a um dos planos coordenados, a equac¸a˜o (2.5) simplifica-se.
Se um plano e´ paralelo ao plano coordenado xOy, por exemplo, pode ser definido unicamente
pela condic¸a˜o z = z0, em que z0 e´ a coordenada das cotas dos pontos que conte´m.
2.5 Domı´nios planos
Designa-se por domı´nio plano um conjunto de pontos do plano.
Uma reta r de equac¸a˜o cartesiana x = c determina dois semiplanos abertos, de equac¸o˜es
x > c e x < c, ou dois semiplanos fechados, de equac¸o˜es x ≥ c e x ≤ c. Estes semiplanos
designam-se por semiplano a` direita e semiplano a` esquerda de r (abertos ou fechados).
Seguem-se alguns exemplos de domı´nios planos:
























Figura 2.15: Exemplos de domı´nios planos
Cap´ıtulo 3
Implementac¸a˜o do Software
Neste cap´ıtulo faz-se refereˆncia aos softwares e plataformas utilizados na criac¸a˜o dos recursos
digitais e os principais passos para a concretizac¸a˜o dos mesmos. Sa˜o ainda apresentados os
exerc´ıcios criados.
3.1 Plataformas e softwares utilizados
Para a criac¸a˜o dos recursos digitais recorreu-se a` plataforma SageMath uma vez que “con-
templa computac¸a˜o alge´brica, nume´rica e tem capacidades gra´ficas”[26]. O software utilizado e´
designado por MEGUA, “um pacote open source que permite gerar automaticamente exerc´ıcios
parametrizados e a respetiva resoluc¸a˜o, em linguagem tipogra´fica LATEX, recorrendo a` lingua-
gem de programac¸a˜o Python e com acesso a`s bibliotecas do SageMath”[6]. Os recursos criados
esta˜o dispon´ıveis na plataforma SIACUA, da Universidade de Aveiro, que consiste numa plata-
forma de exerc´ıcios de va´rias unidades curriculares da a´rea da Matema´tica presentes em cursos
do ensino superior, secunda´rio e ba´sico. Para cada curso existe um ı´ndice com informac¸o˜es
e exerc´ıcios sobre o assunto a estudar e uma a´rea de estudo auto´nomo. A a´rea de estudo
auto´nomo e´ um sistema de aprendizagem aberto, em que cada utilizador tem acesso ao seu
progresso, com questo˜es tipo verdadeiro/falso do PmatE (Projecto Matema´tica Ensino) [23] e
questo˜es de escolha mu´ltipla do Projeto MEGUA.
Apesar de ser inquestiona´vel a importaˆncia dos programas de geometria dinaˆmica para a
descoberta e compreensa˜o de relac¸o˜es e propriedades geome´tricas, este trabalho na˜o engloba a
29
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sua utilizac¸a˜o. O que se pretende e´ que os recursos digitais criados sejam um suporte ao estudo
para consolidac¸a˜o e auto-avaliac¸a˜o de conhecimentos.
3.2 Como criar um exerc´ıcio
Uma pa´gina de trabalho do SageMath e´ constitu´ıda por ce´lulas. Para criar um exerc´ıcio de
escolha mu´ltipla parametrizado utilizando o pacote de software MEGUA, e que se pretende que
mais tarde seja exportado para a plataforma SIACUA, e´ necessa´rio a utilizac¸a˜o de treˆs ce´lulas.
Na primeira ce´lula deve constar a seguinte informac¸a˜o:
Tabela 3.1: Folha de trabalho do SageMath - 1a ce´lula
# auto
from megua.all import *
meg = MegBookWeb(’/home/nbuser/mp2013web.sqlite’)
Com estas instruc¸o˜es e´ carregado o pacote MEGUA e as suas func¸o˜es e e´ aberta a base de
dados que conte´m os exerc´ıcios criados.
A segunda ce´lula permite a exportac¸a˜o do exerc´ıcio para a plataforma SIACUA e nela devem
constar as seguintes informac¸o˜es:






Nesta ce´lula e´ apresentado o nome do exerc´ıcio, em que 97G40 designa o co´digo MSC
(Mathematical Subject Classification ) em que ele e´ enquadrado. Neste exemplo, e nos exerc´ıcios
criados no aˆmbito desta dissertac¸a˜o, 97G40 significa Plane and solid geometry. Sa˜o ainda dadas
as chaves, ekeys, das parametrizac¸o˜es que estara˜o dispon´ıveis na plataforma SIACUA, o curso a
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que se destinam e o username do utilizador que exporta os exerc´ıcios para a referida plataforma.
Cada chave representa uma parametrizac¸a˜o u´nica do exerc´ıcio.
Na terceira ce´lula e´ onde e´ desenvolvido o exerc´ıcio propriamente dito, da qual se destacam
as seguintes informac¸o˜es:
Tabela 3.3: Folha de trabalho do SageMath - 3a ce´lula
Instruc¸a˜o Descric¸a˜o
meg.save(r”’ Da´-se in´ıcio ao exerc´ıcio
%SUMMARY Breve descric¸a˜o do exerc´ıcio
SIACUAstart
level=1; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3
concepts = [(4332, 0.7), (4342, 0.3)]
SIACUAend
E´ apresentada a lista de conceitos contem-
plados no exerc´ıcios e o seu peso na concre-
tizac¸a˜o do mesmo. No exemplo, 4332 e 4342
sa˜o co´digos dos conceitos que correspondem
a subto´picos da Geometria Anal´ıtica, apre-
sentados no cap´ıtulo anterior.
%PROBLEM T´ıtulo e enunciado do exerc´ıcio







Bloco de escolha mu´ltipla.
No desenvolvimento do exerc´ıcio a resposta
correta e´ sempre a primeira. No entanto,
quando o exerc´ıcio e´ gerado na plataforma
SIACUA, a posic¸a˜o da resposta correta e´
aleato´ria.
Texto que corresponde a` resoluc¸a˜o E´ apresentada a resoluc¸a˜o detalhada do
exerc´ıcio que conduz a` resposta correta.








Sa˜o declarados os paraˆmetros auxiliares ne-
cessa´rios para a resoluc¸a˜o do problema.
”’) Indica o fim do exerc´ıcio.
O enunciado do exerc´ıcio e o corpo da resposta sa˜o escritos em LATEX , com recurso ao
pacote TikZ, e alguns comandos em HTML. As func¸o˜es make random e solve sa˜o escritas em
linguagem de programac¸a˜o Python.
Depois de finalizado, e´ gerado um ficheiro HTML, em que os paraˆmetros surgem concreti-
zados de acordo com uma determinada chave.
Apresentam-se, como exemplo, duas parametrizac¸o˜es do mesmo exerc´ıcio:
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Tabela 3.4: Enunciado do exerc´ıcio E97G40 posicao rel R2 022, ekey = 0







e s : y = −9x− 7 .
Qual a posic¸a˜o relativa das duas retas?
Tabela 3.5: Enunciado do exerc´ıcio E97G40 posicao rel R2 022, ekey = 83






e s : y = 2x+ 2 .
Qual a posic¸a˜o relativa das duas retas?
Este exerc´ıcio pretende levar o estudante a uma das quatro respostas: “coincidentes”, “es-
tritamente paralelas”, “perpendiculares”ou “concorrentes na˜o perpendiculares”, consoante os
valores tomados pelos paraˆmetros. Poderiam ter-se elaborado quatro exerc´ıcios distintos, con-
dicionando os valores parametrizados de modo a que cada um apenas pudesse ter uma u´nica
resposta correta; no entanto, a criac¸a˜o de um u´nico exerc´ıcio que engloba os quatro casos foi
mais desafiante e para a sua concretizac¸a˜o foi necessa´rio o seguinte co´digo:
%SUMMARY Equac¸o˜es da reta e do plano; Equac¸o˜es da reta
Neste e x e r c ı´ c i o s a˜o dadas duas equa c¸ o˜es de duas r e t a s e pretende
determinar−se a pos i c¸ a˜ o r e l a t i v a ent re e l a s . Todos os v a l o r e s
p r e s e n t e s nas equa c¸ o˜es das r e t a s s a˜o parametr izados , o que l eva
a quatro r e s o l u c¸ o˜ e s d i f e r e n t e s : quando as r e t a s s a˜o e s t r i t amente
p a r a l e l a s , p a r a l e l a s co in c id en t e s , p e rpen d i cu l a r e s ou
conco r r en t e s na˜o pe r pend i c u l a r e s .
Palavras chave : Equac¸o˜es c a r t e s i a n a s da reta ,
equac¸a˜o reduz ida da reta , pos i c¸ a˜ o r e l a t i v a de r e t a s
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SIACUAstart
l e v e l =1; s l i p= 0 . 2 ; guess =0.25; d i s c r = 0 .3
concepts = [ ( 4 3 1 5 , 0 . 1 ) , ( 4 3 2 3 , 0 . 5 ) , (4324 , 0 . 2 ) , ( 4 3 4 2 , 0 . 2 ) ]
SIACUAend
%PROBLEM Posic¸a˜o relativa de retas
Considere , num r e f e r e n c i a l o . n . $Oxy$ , as r e t a s $r$ e $s$ de equac¸ o˜es
<showone enunciado>
<th i s one 0>
$$r :\ f r a c {x sgn a1 mod a1}{v1} = \ f r a c {ysgn a2 mod a2}{v2}
\quad \mbox{e} \quad s : y=sgn a3 mod a3 x sgn a4 mod a4$$
</ th i s one>
<th i s one 1>
$$r : x sgn a1 mod a1= \ f r a c {y sgn a2 mod a2}{v2}
\quad \mbox{e} \quad s : y=sgn a3 mod a3 x sgn a4 mod a4$$
</ th i s one>
<th i s one 2>
$$r :\ f r a c {x sgn a1 mod a1}{v1}=y sgn a2 mod a2 \quad \mbox{e} \quad
s : y=sgn a3 mod a3 x sgn a4 mod a4$$
</ th i s one>
<th i s one 3>
$$r : x sgn a1 mod a1=y sgn a2 mod a2 \quad \mbox{e} \quad
s : y=sgn a3 mod a3 x sgn a4 mod a4$$
</ th i s one>
</showone> <p>
Qual a pos i c¸ a˜ o r e l a t i v a das duas r e t a s ?
Houve necessidade de elaborar quatro enunciados diferentes para distinguir os casos em que
os denominadores das frac¸o˜es presentes na equac¸a˜o cartesiana da reta r tomam o valor 1. Cada
um dos enunciados encontra-se entre os comandos thisone e /thisone e a sua escolha depende
do valor tomado pela varia´vel enunciado. Esta varia´vel, nesta situac¸a˜o, pode tomar os valores
0, 1, 2 ou 3, dependendo dos valores tomados pelos denominadores das referidas frac¸o˜es.
%ANSWER
<m u l t i p l e c h o i c e>
<center>
<cho i c e> vre spos ta </ cho i c e>
<cho i c e> errada1 </ cho i c e>
<cho i c e> errada2 </ cho i c e>
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<cho i c e> errada3
</ cho i c e>
</center>
</ m u l t i p l e c h o i c e>
Resolu c¸ a˜o : As equac¸ o˜es c a r t e s i a n a s de uma re ta podem s e r da forma
$$\ f r a c {x−x 0 }{ v 1}=\ f r a c {y−y 0 }{ v 2 }$$
em que $ ( x 0 , y 0 ) $ sa˜o as coordenadas de um ponto que lhe per tence e
$ ( v 1 , v 2 ) $ as coordenadas de um seu vetor d i r e t o r .<p>
Da equac¸a˜o da r e ta $r$ podemos obter o vetor $v r ( v1 , v2 ) $ como
vetor d i r e t o r .<p>
A equac¸a˜o reduz ida de uma re ta e´ da forma $y=mx+b$ , em que $m$
repr e s en ta o d e c l i v e da r e ta e $b$ a ordenada na origem . <p>
A equac¸a˜o da r e ta $s$ permite−nos saber que o seu
d e c l i v e e´ $a3$ , donde , um seu vetor d i r e t o r pode s e r $v s (1 , a3 ) $ .<p>
Para se estudar a pos i c¸ a˜ o r e l a t i v a ent re duas r e t a s basta estudar a
pos i c¸ a˜ o r e l a t i v a ent re os ve t o r e s d i r e t o r e s de cada uma das r e t a s .<p>
Comecemos por v e r i f i c a r se os do i s v e to r e s s a˜o c o l i n e a r e s , ou se ja , se
e x i s t e $k \ in \mathbb{R}$ t a l que
$$v r=k . v s \Le f t r i gh ta r row ( v1 , v2 )=k (1 , a3 ) $$
Donde ,<p>
$\ l e f t \{\ begin { array }{ l }
\ d i s p l a y s t y l e v1=k \\
\ d i s p l a y s t y l e v2=a3k \\
\end{ array } \ r i g h t . $
$\Le f t r i gh ta r row$
$\ l e f t \{\ begin { array }{ l }
\ d i s p l a y s t y l e k=v1 \\
\ d i s p l a y s t y l e k=b1 \\
\end{ array } \ r i g h t . $
<p>
<showone e s co lha>
<th i s one 0>
Uma vez que os v e t o r e s d i r e t o r e s das r e t a s s a˜o c o l i n e a r e s , r e s t a saber se
as r e t a s s a˜o c o i n c i d e n t e s ou e s t r i t amente p a r a l e l a s .<p>
Da equac¸a˜o da r e ta $r$ sabe−se que o ponto $ ( a1 , a2 ) $ lhe per tence . Se
e s s e ponto tambe´m per t ence r a` r e t a $s$ , enta˜o as r e t a s s a˜o c o i n c i d e n t e s .
Para se v e r i f i c a r se o ponto per tence a` r e t a $s$ basta s u b s t i t u i r as suas
coordenadas na equac¸a˜o da r e ta :
$$a2=a3 \ t imes a1@ ( ) sgn a4 mod a4$$
$$a2=b2$$
Pode assim conc lu i r−se que o ponto $ ( a1 , a2 ) $ per tence a`s duas re tas , e
por i s s o s a˜o c o i n c i d e n t e s .
</ th i s one>
<th i s one 1>
Uma vez que os v e t o r e s d i r e t o r e s das r e t a s s a˜o c o l i n e a r e s , r e s t a saber se
as r e t a s s a˜o c o i n c i d e n t e s ou e s t r i t amente p a r a l e l a s .<p>
Da equac¸a˜o da r e ta $r$ sabe−se que o ponto $ ( a1 , a2 ) $ lhe per tence . Se
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e s s e ponto tambe´m per t ence r a` r e t a $s$ , enta˜o as r e t a s s a˜o c o i n c i d e n t e s .
Para se v e r i f i c a r se o ponto per tence a` r e t a $s$ basta s u b s t i t u i r as suas
coordenadas na equac¸a˜o da r e ta :
$$a2=a3 \ t imes a1@ ( ) sgn a4 mod a4$$
$$a2=b2$$
Pode assim conc lu i r−se que o ponto $ ( a1 , a2 ) $ na˜o per tence a`s duas r e t a s e
por i s s o na˜o s a˜o co in c id en t e s , s a˜o e s t r i t amente p a r a l e l a s .
<p>
</ th i s one>
<th i s one 2>
Uma vez que os v e t o r e s d i r e t o r e s das r e t a s na˜o s a˜o c o l i n e a r e s , as r e t a s
na˜o s a˜o p a r a l e l a s .<p>
As r e t a s s a˜o pe rpe nd i cu l a r e s se o produto e s c a l a r ent r e os ve t o r e s
d i r e t o r e s f o r nulo .<p>
Calcule−se assim o produto e s c a l a r ent re os do i s v e to r e s :
\begin { eqnarray ∗}
( v1 , v2 ) . ( 1 , a3 )&=& v1\ t imes 1+v2@ ( ) \ t imes a3@ ( ) \\
&=& v1 sgn c2 mod c2\\
&=& c3 \\
\end{ eqnarray ∗}
Podemos enta˜o c o n c l u i r que as r e t a s s a˜o p e rpen d i cu l a r e s .
</ th i s one>
<th i sone3>
Uma vez que os v e t o r e s d i r e t o r e s das r e t a s na˜o s a˜o c o l i n e a r e s , as r e t a s
na˜o s a˜o p a r a l e l a s .<p>
<p>
As r e t a s s a˜o pe rpe nd i cu l a r e s se o produto e s c a l a r ent r e os ve t o r e s
d i r e t o r e s f o r nulo .
<p>
Calcule−se assim o produto e s c a l a r ent re os do i s v e to r e s :
\begin { eqnarray ∗}
( v1 , v2 ) . ( 1 , a3 )&=& v1\ t imes 1+v2@ ( ) \ t imes a3@ ( ) \\
&=& v1 sgn c2 mod c2\\
&=& c3 \\\
\end{ eqnarray ∗}
Podemos enta˜o c o n c l u i r que as r e t a s tambe´m na˜o sa˜o p e rpen d i cu l a r e s .<p>
Assim , as r e t a s s a˜o conco r r en t e s na˜o p e rpen d i cu l a r e s .
</ th i s one>
</showone>
Durante a resoluc¸a˜o do exerc´ıcio houve novamente recurso aos comandos thisone e /thisone.
Entre estes pares de comandos encontram-se quatro resoluc¸o˜es diferentes, que levam a`s quatro
respostas poss´ıveis, dependendo dos valores tomados pelos paraˆmetros.
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Programac¸a˜o
class E97G40 pos i cao re l r e t R2 022 ( Exerc i s e ) :
def make random ( s ) :
s . a1=ur . i u n i f (−10 ,10)
s . a2=ur . i u n i f (−10 ,10)
s . a3=ur . i u n i f n o n s e t (−10 ,10 , [ 0 ] )
s . a4=ur . i u n i f (−10 ,10)
s . v1=ur . i u n i f n o n s e t (−10 ,10 , [ 0 ] )
s . v2=ur . i u n i f n o n s e t (−10 ,10 , [ 0 ] )
def s o l v e ( s ) :
s . b1=s . v2/ s . a3
s . b2=s . a3∗ s . a1+s . a4
s . c1=s . a1∗ s . a3
s . c2=s . v2∗ s . a3
s . c3=s . v1+s . c2
s . mod a1=abs ( s . a1 )
i f s . a1<0:
s . sgn a1=r ’+’
else :
s . sgn a1=r ’− ’
i f s . a1==0:
s . sgn a1= ” ”
s . mod a1= ” ”
s . mod a2=abs ( s . a2 )
i f s . a2<0:
s . sgn a2=r ’+’
else :
s . sgn a2=r ’− ’
i f s . a2==0:
s . sgn a2= ” ”
s . mod a2= ” ”
s . mod a3=abs ( s . a3 )
i f s . a3<0:
s . sgn a3=r ’− ’
else :
s . sgn a3=r ’ ’
i f s . mod a3==1:
s . mod a3=’ ’
s . mod a4=abs ( s . a4 )
i f s . a4<0:
s . sgn a4=r ’− ’
else :
s . sgn a4=r ’+’
i f s . a4==0:
s . sgn a4= ” ”
s . mod a4= ” ”
3.2 Como criar um exerc´ıcio 37
s . mod c2=abs ( s . c2 )
i f s . c2<0:
s . sgn c2=r ’− ’
else :
s . sgn c2=r ’+’
s . mod c3=abs ( s . c3 )
i f s . c3<0:
s . sgn c3=r ’− ’
else :
s . sgn c3=r ’+’
#Resolucoes
s . e s co lha=0
s . v re spos ta=u ’ c o i n c i d e n t e s ’
s . errada1=u ’ e s t r i t amente p a r a l e l a s ’
s . errada2=u ’ pe rpe nd i cu l a r e s ’
s . errada3=u ’ conco r r en t e s nao pe r pend i c u l a r e s ’
i f ( s . b1==s . v1 ) :
i f ( s . a2<>s . b2 ) :
s . e s co lha=1
s . v re spos ta=u ’ e s t r i t amente p a r a l e l a s ’
s . errada1=’ c o i n c i d e n t e s ’
s . errada2=’ pe rpend i cu l a r e s ’
s . errada3=u ’ conco r r en t e s nao pe r pend i c u l a r e s ’
i f ( s . b1<>s . v1 ) :
i f ( s . c3==0) :
s . e s co lha=2
s . v re spos ta=’ pe rpen d i cu l a r e s ’
s . errada1=u ’ e s t r i t amente p a r a l e l a s ’
s . errada2=’ c o i n c i d e n t e s ’
s . errada3=u ’ conco r r en t e s nao pe r pend i c u l a r e s ’
else :
s . e s co lha=3
s . v re spos ta=u ’ conco r r en t e s nao pe r pend i c u l a r e s ’
s . errada1=u ’ e s t r i t amente p a r a l e l a s ’
s . errada2=’ pe rpend i cu l a r e s ’
s . errada3=’ c o i n c i d e n t e s ’
s . enunciado=0
i f s . v1==1:
s . enunciado=1
i f s . v2==1:
s . enunciado=2
i f s . v1==1:
i f s . v2==1:
s . enunciado=3
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Neste u´ltimo campo, que diz respeito a` programac¸a˜o, foram declaradas as varia´veis pre-
sentes no enunciado, as varia´veis necessa´rias para a resoluc¸a˜o do exerc´ıcio, assim como as
hipo´teses de respostas de escolha mu´ltipla. Como exemplo, s.a2 = ur.iunif(−10, 10) sig-
nifica que a varia´vel a2 pode tomar todos os valores inteiros no intervalo [−10, 10]; s.v1 =
ur.iunif nonset(−10, 10, [0]) significa que a varia´vel v1 pode tomar todos os valores inteiros no
intervalo [−10, 10], com excec¸a˜o do 0, uma vez que e´ um denominador de uma frac¸a˜o.
Como se pode verificar, a produc¸a˜o de um exerc´ıcio pode ser bastante extensa.
Posteriormente o exerc´ıcio e´ enviado para o SIACUA. Depois de registado, o utilizador
seleciona o curso e tem acesso aos to´picos dispon´ıveis para estudo. A cada to´pico esta´ associado
uma barra de progressos representativa do seu desempenho nesse domı´nio.
Figura 3.1: SIACUA - Barras de progresso
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O exerc´ıcio apresentado como exemplo com ekey = 0 surgira´ ao estudante como se apresenta
na imagem seguinte:
Figura 3.2: SIACUA - Enunciado do exerc´ıcio E97G40 posicao rel R2 022, ekey = 0
O estudante pode tentar responder ou ver a resoluc¸a˜o do exerc´ıcio sem apresentar uma
resposta. Quando pretendido, e´ apresentada a resoluc¸a˜o que leva a` resposta correta.
As duas imagens que se seguem foram obtidas diretamente do site siacua.web.ua.pt.; uma
corresponde a` resoluc¸a˜o do exerc´ıcio com a chave de parametrizac¸a˜o ekey = 0 e a outra a` chave
ekey = 83. De reparar que a estrutura das resoluc¸o˜es e´ a mesma mas leva a respostas diferentes.
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Figura 3.3: SIACUA - Resoluc¸a˜o do exerc´ıcio E97G40 posicao rel R2 022, ekey = 0
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Figura 3.4: SIACUA - Resoluc¸a˜o do exerc´ıcio E97G40 posicao rel R2 022, ekey = 83
.
Cap´ıtulo 4
Apresentac¸a˜o dos Exerc´ıcios criados
Do to´pico Geometria Anal´ıtica, como referenciado anteriormente, distinguiram-se quatro
subto´picos que foram estruturados para o modelo do SIACUA.
De acordo com o modelo desenvolvido no SIACUA, o domı´nio de conhecimento foi decom-
posto hierarquicamente em treˆs n´ıveis [10]:
• Conceitos Base (C), no n´ıvel de maior detalhe;
• Temas (T), que representam uma agregac¸a˜o de certos ‘Conceitos’, no n´ıvel me´dio;
• Assunto (A), que, no caso desta dissertac¸a˜o, e´ Geometria Anal´ıtica, no n´ıvel mais gene-
ralista.
Na Tabela 4.1 apresenta-se o ‘Assunto’ Geometria Anal´ıtica, os ‘Temas’ envolvidos neste
assunto, os ‘Conceitos’ relacionados com cada tema e os exerc´ıcios (identificados pelo nome
na programac¸a˜o) que podem surgir em cada conceito. Cada exerc´ıcio pode envolver va´rios
conceitos, no entanto, na˜o fica dispon´ıvel ao utilizador em todos eles, fica apenas no conceito que
tem o co´digo nume´rico superior, de acordo com a referida tabela. Desta forma, e´ estabelecida
uma ordem que permite ao estudante progredir sequencialmente nos temas. Contudo, este




Tabela 4.1: To´picos e exerc´ıcios criados
4300 Geometria Anal´ıtica
4310 Geometria anal´ıtica no plano
4311 Referenciais ortonormados Ex 020, Ex 021
4312 Distaˆncia entre pontos e mediatriz Ex 001, Ex 002, Ex 006
4313 Circunfereˆncia e elipse Ex 003, Ex 005
4314 Domı´nios planos Ex 004, Ex 026
4315 Declive e inclinac¸a˜o de uma reta Ex 009, Ex 010, Ex 022, Ex 027
4320 Ca´lculo vetorial no plano
4321 Coordenadas de um vetor Ex 021
4322 Operac¸o˜es com vetores Ex 007, Ex 009, Ex 018
4323 Equac¸o˜es da reta Ex 003, Ex 004, Ex 010, Ex 026
4324 Colinearidade de vetores Ex 022, Ex 30, Ex 027
4330 Geometria anal´ıtica no espac¸o
4331 Referenciais ortonormados Ex 023
4332 Equac¸o˜es de planos Ex 024, Ex 31
4333 Equac¸o˜es da reta Ex 011, Ex 013, Ex 015, Ex 028
4334 Distaˆncia entre pontos Ex 025
4335 Subconjuntos do espac¸o Ex 017, Ex 019, Ex 029
4336 Aplicac¸o˜es do ca´lculo vetorial Ex 012, Ex 014, Ex 016
4340 Produto escalar de vetores
4341 Ca´lculo e propriedades Ex 007, Ex 008, Ex 009
4342 Perpendicularidade Ex 014, Ex 022, Ex 024, Ex 028
Apresenta-se de seguida uma concretizac¸a˜o de cada exerc´ıcio criado. Para cada um e´ feita
uma breve descric¸a˜o, e´ apresentado o enunciado de uma concretizac¸a˜o e a respetiva resoluc¸a˜o.
E´ de salientar que a opc¸a˜o correta de resposta e´ sempre a primeira, no entanto, e como referido
anteriormente, quando o utilizador tem acesso ao exerc´ıcio, na plataforma SIACUA, a resposta
correta surge numa posic¸a˜o aleato´ria.
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De referir ainda que algumas explicac¸o˜es presentes nas va´rias resoluc¸o˜es podem parecer
repetitivas, mas sa˜o consideradas pertinentes para a compreensa˜o de cada um dos exerc´ıcios.
4.1 To´pico 4310 - Geometria anal´ıtica no plano
Para este to´pico foram criados os exerc´ıcios que se apresentam de seguida.
EXERCI´CIO: E97G40 referencias R2 020
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio pretende identificar-se as coordenadas
de pontos num referencial ortonormado. O gra´fico foi inicialmente feito utilizando o software
Geogebra e exportado para linguagem TikZ. As coordenadas dos pontos foram posteriormente
parametrizadas de modo a que os pontos mantenham o quadrante ou o eixo coordenado onde
esta˜o contidos.
Enunciado:
Considere os pontos A,B,C,D e E representados no referencial que se segue:
















As suas coordenadas sa˜o:
unionsqu A(4, 0); B(4, 2); C(−3, 2); D(2,−3); E(0,−1)
unionsqu A(0, 4); B(4, 2); C(−3, 2); D(2,−3); E(−1, 0)
unionsqu A(4, 0); B(2, 4); C(2,−3); D(−3, 2); E(0,−1)
unionsqu A(0, 4); B(2, 4); C(2,−3); D(−3, 2); E(−1, 0)
4.1 To´pico 4310 - Geometria anal´ıtica no plano 46
Proposta de resoluc¸a˜o:
Qualquer ponto do plano pode ser identificado por um par de nu´meros reais (x, y), designado
por coordenadas. A coordenada x e´ designada por abcissa e representa a distaˆncia do ponto
ao eixo das ordenadas; a coordenada y e´ designada por ordenada e representa a distaˆncia do
ponto ao eixo das abcissas.
Assim, a resposta correta e´ A(4, 0); B(4, 2); C(−3, 2); D(2,−3); E(0,−1) .
EXERCI´CIO: E97G40 coordenadas vetor R2 021
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Dados pontos marcados num referencial cartesiano,
pretende determinar-se as coordenadas de vetores. A` semelhanc¸a do exerc´ıcio anterior, o gra´fico
foi inicialmente feito utilizando o software Geogebra e exportado para linguagem TikZ. As coor-
denadas dos pontos foram posteriormente parametrizadas de modo a que os pontos mantenham
o quadrante ou o eixo coordenado onde esta˜o contidos.
Enunciado:
Considere os pontos A,B,C e D representados no referencial que se segue:





















unionsqu −→AB = (0,−3); −−→CD = (3,−3)
unionsqu −→AB = (4,−3); −−→CD = (2,−2)
unionsqu −→AB = (0,−3); −−→CD = (−3, 3)
unionsqu −→AB = (4,−3); −−→CD = (−3, 3)
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Proposta de resoluc¸a˜o:
Qualquer ponto do plano pode ser identificado por um par de nu´meros reais (x, y), designado
por coordenadas. A coordenada x e´ designada por abcissa e representa a distaˆncia do ponto
ao eixo das ordenadas; a coordenada y e´ designada por ordenada e e representa a distaˆncia do
ponto ao eixo das abcissas.
Assim, as coordenadas dos pontos sa˜o
A(4, 0); B(4,−3); C(−3, 2); D(0,−1) .
O vetor
−→
AB pode ser definido pela diferenc¸a entre B e A, ou seja,
−→
AB = B − A
= (4,−3)− (4, 0)
= (4− 4,−3− 0)
= (0,−3) .




CD = D − C
= (0,−1)− (−3, 2)
= (0− (−3) ,−1− 2)
= (3,−3) .
A resposta correta e´, enta˜o,
−→
AB = (0,−3) e −−→CD = (3,−3).
EXERCI´CIO: E97G40 distancia pontos R2 001
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio pretende determinar-se a distaˆncia
entre dois pontos dados. Os valores parametrizados sa˜o as coordenadas de ambos os pontos,
na˜o tendo sido necessa´rio o estabelecimento de qualquer condic¸a˜o. Ao n´ıvel da programac¸a˜o,
a u´nica dificuldade que surgiu foi durante a resoluc¸a˜o do exerc´ıcio, uma vez que os paraˆmetros
poderiam tomar valores negativos e surgirem incorrec¸o˜es na escrita do tipo − − 5, entretanto
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resolvida com o comando “var@()”, que transforma −5 em (−5).
Enunciado:
Considere, num referencial ortonormado xOy, os pontos A(−4, 2) e




unionsqu d(A,B) = 2
√
61
unionsqu d(A,B) = −6
unionsqu d(A,B) = 61
Proposta de resoluc¸a˜o:




(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2.
Assim, a distaˆncia entre os dois pontos dados e´
d(A,B) =
√
(−10− (−4))2 + (−3− 2)2 =
√
(−6)2 + (−5)2 =
√
61 .
A resposta correta e´ d(A,B) =
√
61.
EXERCI´CIO: E97G40 mediatriz R2 002
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio determina-se a equac¸a˜o reduzida da
mediatriz de um segmento de reta, em que as coordenadas das suas extremidades sa˜o valores
parametrizados. Na resoluc¸a˜o do exerc´ıcio surgiu a necessidade de analisar treˆs situac¸o˜es dis-
tintas: quando os pontos teˆm a mesma abcissa, quando os pontos teˆm a mesma ordenada e
quando os pontos na˜o teˆm coordenadas em comum. Estas treˆs situac¸o˜es distintas implicam, na˜o
so´ treˆs resoluc¸o˜es diferentes, mas tambe´m treˆs conjuntos de escolhas mu´ltiplas diferentes. Ao
n´ıvel da programac¸a˜o foram utilizados va´rios comandos: como fazer surgir a resoluc¸a˜o correta
consoante os valores dos paraˆmetros e respetivas escolhas mu´ltiplas e a criac¸a˜o de varia´veis
auxiliares que permitam uma correta escrita matema´tica no que diz respeito a` simplificac¸a˜o de
sinais, caso os paraˆmetros tomem valores negativos.
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Enunciado:
Considere, num referencial ortonormado xOy, os pontos A(−10, 5) e B(2,−7).
A equac¸a˜o reduzida da mediatriz do segmento de reta [AB] e´:
unionsqu y = x+ 3
unionsqu y = 12x− 12
unionsqu y = −12x
unionsqu x = 12y
Proposta de resoluc¸a˜o:
A mediatriz de um segmento de reta [AB] e´ o conjunto de pontos que se encontram a` mesma
distaˆncia de A e de B.
Assim, para um ponto gene´rico P (x, y) pertencente a` mediatriz do segmento de reta, tem-se
que
d(A,P ) = d(B,P ),
ou seja, √
(x− (−10))2 + (y − 5)2 =
√
(x− 2)2 + (y − (−7))2 .
Uma vez que (x− (−10))2 +(y−5)2 ≥ 0∧ (x−2)2 +(y− (−7))2 ≥ 0 ∀x, y ∈ R, a condic¸a˜o
anterior e´ equivalente a
(x+ 10)2 + (y − 5)2 = (x− 2)2 + (y + 7)2 .
O desenvolvimento dos quadrados dos bino´mios e a simplificac¸a˜o dos termos semelhantes
leva a` equac¸a˜o reduzida da mediatriz:
x2 + 20x+ 100 + y2 − 10y + 25 = x2 − 4x+ 4 + y2 + 14y + 49⇔
⇔ 24x− 24y + 72 = 0
⇔ y = x+ 3 .
Assim, a resposta correta e´ y = x+ 3.
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EXERCI´CIO: E97G40 mediatriz R2 006
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Dados treˆs pontos, pretende determinar-se um paraˆmetro
k, presente numa coordenada de um dos pontos, de modo que um desses pontos pertenc¸a a`
mediatriz do segmento de reta formado pelos outros dois. Todas as coordenadas sa˜o parame-
trizadas, a` excec¸a˜o de uma que e´ nula. A parametrizac¸a˜o das coordenadas foi feita de modo a
que a resposta correta seja a coordenada de um dos pontos.
Enunciado:
Considere os pontos de coordenadas A (−2, k + 2), B(0,−7) e C (−11, 2), com
k ∈ R.
O(s) valor(es) de k para o(s) qual(is) C pertence a` mediatriz de [AB] e´(sa˜o):
unionsqu k = ±11
unionsqu k = ±2
unionsqu k = 11
unionsqu k = 9
Proposta de resoluc¸a˜o:




(−11− (−2))2 + (2− (k + 2))2 =
√
(−11− 0)2 + (2− (−7))2 .
Uma vez que (−11− (−2))2 + (2− (k + 2))2 ≥ 0 ∧ (−11− 0)2 + (2− (−7))2 ≥ 0 ∀k ∈ R,
a condic¸a˜o anterior e´ equivalente a
(−11 + 2)2 + (2− (k + 2))2 = (−11)2 + (2 + 7)2 .
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Donde,
(−9)2 + k2 = 112 + 92 ⇔ k2 = 112 ⇔ k = ±11 .
A resposta correta e´ enta˜o k = ±11.
EXERCI´CIO: E97G40 circunferencia R2 003
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Pretende-se com este exerc´ıcio que o estudante, dada
a equac¸a˜o de uma circunfereˆncia, determine as equac¸o˜es das retas que lhe sa˜o tangentes e,
simultaneamente, paralelas aos eixos coordenados. Tanto as coordenadas do centro da circun-
fereˆncia, como o valor do raio, sa˜o valores parametrizados, podendo uma das coordenadas do
centro da circunfereˆncia ser um nu´mero racional.
Enunciado:
Considere, num referencial ortonormado xOy, a circunfereˆncia de equac¸a˜o
(x+ 5)2 + (y + 10)2 = 9 .
Qual das equac¸o˜es define uma reta tangente a` circunfereˆncia?
unionsqu x = −8
unionsqu y = −8
unionsqu y = −2
unionsqu x = −7
Proposta de resoluc¸a˜o:




Existem quatro retas tangentes a esta circunfereˆncia que sa˜o retas paralelas aos eixos coor-
denados.
Duas das retas sa˜o paralelas ao eixo Ox e teˆm equac¸o˜es:
y = −10− 3⇔ y = −13; y = −10 + 3⇔ y = −7.
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As outras duas retas sa˜o paralelas ao eixo Oy e teˆm equac¸o˜es:
x = −5− 3⇔ x = −8; x = −5 + 3⇔ x = −2.
Assim, a resposta correta e´ x = −8.
EXERCI´CIO: E97G40 elipse R2 005
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Pretende-se com este exerc´ıcio que o estudante deter-
mine uma equac¸a˜o reduzida da elipse, centrada na origem, sabendo as coordenadas de um foco
e as coordenadas de um ponto que lhe pertence e que se encontra sobre o eixo das ordenadas. As
coordenadas dos pontos sa˜o parametrizadas, na˜o tendo sido necessa´rio condicionar os valores
parametrizados para a concretizac¸a˜o do exerc´ıcio. As imagens foram inicialmente criadas no
software Geogebra e exportadas em linguagem TikZ.
Enunciado:
Considere uma elipse centrada na origem.
Sabe-se que:
• as coordenadas de um dos seus focos sa˜o (−3, 0);
• o ponto P (0, 3) pertence a` elipse.
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em que a e´ a medida do semieixo que se encontra sobre o eixo das abcissas e b e´ a medida do
semieixo que se encontra sobre o eixo das ordenadas.



















Os focos pertencem a Ox e a > b Os focos pertencem a Oy e a < b
Designam-se por ve´rtices os pontos de intersec¸a˜o da elipse com os eixos coordenados, repre-
sentados nas imagens por A1, A2, B1, B2.
Da definic¸a˜o de elipse sabe-se ainda que o valor do paraˆmetro a, quando o seu eixo horizontal
e´ maior que o vertical, e´ igual ao comprimento do segmento de reta que une um dos focos a
um dos ve´rtices da elipse que se encontra sobre o eixo das ordenadas. Quando o eixo vertical
e´ maior que o eixo horizontal, o valor do paraˆmetro b e´ igual a` distaˆncia de um dos focos a um
dos ve´rtices da elipse que se encontra sobre o eixo das abcissas.
F1F2 e´ a distaˆncia focal, isto e´, a distaˆncia entre os dois focos.
Como o ponto (−3, 0) e´ um dos focos da elipse e esta´ contido no eixo Ox, pode deduzir-se
que o seu eixo maior esta´ tambe´m sobre o eixo Ox, correspondendo assim a` primeira situac¸a˜o.
Uma vez que o ponto (0, 3) e´ um dos ve´rtices da elipse e b = 3, resulta b2 = 32 = 9.
Sendo c = 3 a semi-distaˆncia focal, aplicando o Teorema de Pita´goras, tem-se que:
a2 = b2 + c2 ⇔ a2 = 32 + 32 = 18,
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EXERCI´CIO: E97G40 angulo retas R2 009
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Pretende determinar-se o aˆngulo formado entre duas
retas, sendo dada uma equac¸a˜o vetorial de uma das reta e a equac¸a˜o reduzida da outra. Todos
os valores apresentados sa˜o parametrizados. Os diferentes valores que o paraˆmetro m, nu´mero
racional, pode tomar, leva a` determinac¸a˜o de um poss´ıvel vetor diretor da reta de diferentes
formas, tendo sido feita uma resoluc¸a˜o diferente do exerc´ıcio para cada uma delas. Foi utilizado
o comando “gcd(a,b)”, “greatest common divisor”, para a simplificac¸a˜o de frac¸o˜es.
Enunciado:
Considere, num referencial o.n. xOy, as retas r e s, definidas, respetivamente,
por:
r : (x, y) = (7,−5) + k(2, 1), k ∈ R e s : y = −4
3
x− 5 .







O aˆngulo formado por duas retas e´ o aˆngulo formado pelos seus vetores diretores.
Seja ~u um vetor diretor da reta r, ~v um vetor diretor da reta s e α o aˆngulo formado pelas
duas retas.
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Assim, e´ necessa´rio determinar as coordenadas de vetores que sejam vetores diretores de
cada uma das retas, para posterior ca´lculo das suas normas.
Da equac¸a˜o vetorial da reta r, tem-se que (2, 1) podem ser as coordenadas de ~u.
Da equac¸a˜o reduzida da reta s sabe-se que o seu declive e´ −4
3
, donde um vetor diretor da
reta pode ser (−3, 4). Assim,




22 + 12 =
√






(−3)2 + 42 = √9 + 16 = 5,
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EXERCI´CIO: E97G40 dominios planos R2 004
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio pretende usar-se o conceito de domı´nio
plano. As coordenadas dos pontos sa˜o parametrizadas, de modo a que tenham abcissas
sime´tricas e a mesma ordenada. O valor do raio depende dos valores que as coordenadas
dos pontos tomam. A dificuldade na concretizac¸a˜o deste exerc´ıcio deveu-se, essencialmente,
a` construc¸a˜o do gra´fico, nomeadamente ao sombreado existente entre duas func¸o˜es. O pacote
Tikz ajudou na tarefa.
Enunciado:
Na figura esta´ representado, num referencial o.n. xOy, uma semicircunfereˆncia
de centro na origem e que passa nos pontos P e Q.
O ponto P tem coordenadas (−3, 4) e o ponto Q tem coordenadas (3, 4).






Qual das condic¸o˜es seguintes define o domı´nio plano sombreado?
unionsqu x2 + y2 ≤ 25 ∧ y ≥ 4
unionsqu x2 + y2 ≤ 25 ∧ −3 ≤ x ≤ 3
unionsqu x2 + y2 ≤ 9 ∧ −3 ≤ x ≤ 3
unionsqu x2 + y2 ≤ 9 ∧ y ≥ 4
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Proposta de resoluc¸a˜o:
A equac¸a˜o de uma circunfereˆncia e´ da forma
(x− x0)2 + (y − y0)2 = r2,
em que (x0, y0) sa˜o as coordenadas do centro da circunfereˆncia e r e´ a medida do seu raio.
O centro da semicircunfereˆncia representada e´ a origem do referencial, ou seja, o ponto de
coordenadas (0, 0).
O raio da semicircunfereˆncia e´ a distaˆncia de um dos pontos P ou Q a` origem. Considere-se
o ponto Q para medic¸a˜o do raio:
r = d(O,Q) =
√
(3− 0)2 + (4− 0)2 =
√
25 = 5.
Assim, a semicircunfereˆncia e´ parte da circunfereˆncia de equac¸a˜o x2 + y2 = 25.
O domı´nio plano sombreado corresponde aos pontos interiores da circunfereˆncia cuja orde-
nada e´ superior ou igual a 4. Assim, a condic¸a˜o que a define e´:
x2 + y2 ≤ 25 ∧ y ≥ 4 .
EXERCI´CIO: E97G40 eq red reta R2 010
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio apresenta-se a equac¸a˜o reduzida de
uma reta e um ponto. Pretende determinar-se a equac¸a˜o reduzida da reta perpendicular a` reta
dada e que contenha o ponto dado.
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Enunciado:
Considere, num referencial o.n. xOy, a reta r de equac¸a˜o y = −2x− 2
5
.
Seja s a reta perpendicular a r que passa no ponto de coordenadas (2,−5).
Qual e´ a equac¸a˜o reduzida da reta s?
unionsqu y = 1
2
x− 6
unionsqu y = −1
2
x− 4









A equac¸a˜o reduzida da reta s e´ da forma y = mx + b, em que m representa o declive da
reta e b a ordenada na origem.
Designe-se por mr o declive da reta r e por ms o declive da reta s.
Pela equac¸a˜o reduzida da reta r sabe-se que mr = −2.
Uma vez que as duas retas sa˜o perpendiculares, o produto dos seus declives e´ −1.
Assim,
mr ×ms = −1
⇔ −2×ms = −1
⇔ ms = 1
2
.
Desta forma, a equac¸a˜o da reta s e´ y =
1
2
x+ b e, como (2,−5) pertence a` reta, vem:
−5 = 1
2
× 2 + b⇔ −5 = 1 + b⇔ b = −5− 1⇔ b = −6.
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EXERCI´CIO: E97G40 posicao rel ret R2 022
Salienta-se que este exerc´ıcio foi apresentado na secc¸a˜o 3.2, como exemplo do conteu´do das
ce´lulas numa folha de trabalho da plataforma SageMath.
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio sa˜o dadas duas equac¸o˜es de duas retas
e pretende determinar-se a posic¸a˜o relativa entre elas. Todos os valores presentes nas equac¸o˜es
das retas sa˜o parametrizados, o que leva a quatro resoluc¸o˜es diferentes: quando as retas sa˜o
estritamente paralelas, paralelas coincidentes, perpendiculares ou concorrentes na˜o perpendi-
culares.
Enunciado:







e s : y = −9x− 7 .
Qual a posic¸a˜o relativa das duas retas?











sabe-se que (x0, y0) sa˜o as coordenadas de um ponto que lhe pertence e (v1, v2) as coordenadas
de um vetor diretor.
Da equac¸a˜o da reta r pode obter-se o vetor vr(2, 6) como vetor diretor.
A equac¸a˜o reduzida de uma reta e´ da forma y = mx+ b, em que m representa o declive da
reta e b a ordenada na origem.
Como o declive da reta s e´ −9, conclui-se que um seu vetor diretor e´ vs(1,−9).
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Para se estudar a posic¸a˜o relativa entre duas retas basta estudar a posic¸a˜o relativa entre os
vetores diretores de cada uma delas.
Verifique-se se os dois vetores sa˜o colineares, ou seja, se existe k ∈ R tal que
vr = k .vs ⇔ (2, 6) = k (1,−9) .
Donde,
 2 = k6 = −9k ⇔
 k = 2k = −2
3
.
Uma vez que o sistema e´ imposs´ıvel, os vetores diretores das retas na˜o sa˜o colineares, logo
as retas na˜o sa˜o paralelas.
As retas sa˜o perpendiculares se o produto escalar entre os vetores diretores for nulo.
Calcule-se assim o produto escalar entre os dois vetores:
(2, 6) · (1,−9) = 2× 1 + 6× (−9) = 2− 54 = −52 ,
donde se conclui que as retas tambe´m na˜o sa˜o perpendiculares.
Assim, as retas sa˜o concorrentes na˜o perpendiculares.
4.2 To´pico 4320 - Ca´lculo vetorial no plano
Para este to´pico foi criado um conjunto de exerc´ıcios, alguns dos quais ja´ apresentados na
secc¸a˜o anterior. Apresentam-se, de seguida, os exerc´ıcios relacionados com o ca´lculo vetorial
no plano, que na˜o foram englobados no to´pico “Geometria anal´ıtica no plano”.
EXERCI´CIO: E97G40 produto escalar1 R2 007
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Dada a norma de dois vetores e o produto escalar entre
eles, pretende determinar-se a sua posic¸a˜o relativa e relacionar essa posic¸a˜o com a soma dos
dois vetores. A norma dos vetores e´ parametrizada e o valor do produto escalar depende dessa
parametrizac¸a˜o.
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Enunciado:
Sabendo que dois vetores ~p e ~q teˆm ambos norma igual a 2 e que ~p · ~q = −4,
indique qual das afirmac¸o˜es seguintes e´ verdadeira.
unionsqu ~p+ ~q = ~0
unionsqu ~p− ~q = ~0
unionsqu ~p ⊥ ~q
unionsqu O aˆngulo formado pelos vetores ~p e ~q e´ agudo
Proposta de resoluc¸a˜o:
Por definic¸a˜o de produto escalar, sabe-se que
~p · ~q = ||~p|| ||~q|| cosα,
em que α e´ o aˆngulo formado pelos dois vetores.
Dos dados do problema tem-se que
−4 = 2× 2× cosα⇔ cosα = −1 .
Como cosα = −1, conclui-se que o aˆngulo formado pelos dois vetores e´ de 180o.
Uma vez que os vetores teˆm a mesma norma e formam entre si um aˆngulo de 180o, enta˜o
sa˜o vetores sime´tricos.
~p~q
A resposta correta e´ ~p+ ~q = ~0.
EXERCI´CIO: E97G40 operacoes vetores 018
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio determina-se um vetor resultante de
operac¸o˜es entre outros dois vetores. Todos os valores apresentados sa˜o parametrizados.
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Enunciado:
Em relac¸a˜o a um referencial o.n. (O, (~e1, ~e2)), considere os vetores ~u(2,−3) e
~v = −10~e1 − 5~e2.






Sabe-se que ~v = −10~e1 − 5~e2, ou seja, ~v(−10,−5).
Assim,
~w = 2~u− ~v
= 2(2,−3)− (−10,−5)
= (2× 2, 2× (−3))− (−10,−5)
= (4,−6)− (−10,−5)
= (4 + 10,−6 + 5)
= (14,−1) .
As coordenadas de ~w sa˜o (14,−1).
EXERCI´CIO: E97G40 col vet R2 30
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Dadas as coordenadas de treˆs vetores, pretende verificar-
se se existem ou na˜o vetores colineares. As coordenadas dos vetores sa˜o valores parametrizados.
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Enunciado:
Considere os vetores ~u(5,−10), ~v(10,−4) e ~w(5,−2). Indique qual das
afirmac¸o˜es seguintes e´ verdadeira.
unionsqu Os vetores ~v e ~w sa˜o colineares
unionsqu Apenas os vetores ~u e ~v sa˜o colineares
unionsqu Na˜o existem vetores colineares
unionsqu Os treˆs vetores sa˜o colineares














Como o sistema e´ imposs´ıvel, conclui-se que os vetores ~u e ~v na˜o sa˜o colineares.
Verifique-se de forma ana´loga se os vetores ~u e ~w sa˜o colineares:
~u = k ~w ⇔ (5,−10) = k(5,−2)⇔
 5 = 5k−10 = −2k ⇔
 k = 1k = 5 .
Como o sistema e´ imposs´ıvel, conclui-se que os vetores ~u e ~w na˜o sa˜o colineares.
Resta agora verificar se os vetores ~v e ~w sa˜o colineares:
~v = k ~w ⇔ (10,−4) = k(5,−2)⇔
 10 = 5k−4 = −2k ⇔
 k = 2k = 2 .
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Como o sistema e´ poss´ıvel, conclui-se que os vetores ~v e ~w sa˜o colineares.
Assim, a resposta correta e´ “Os vetores ~v e ~w sa˜o colineares.”.
4.3 To´pico 4330 - Geometria anal´ıtica no espac¸o
Para este to´pico foram criados os exerc´ıcios que se apresentam de seguida.
EXERCI´CIO: E97G40 Referencial R3 023
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Dado um cubo representado num referencial o.n.,
determinam-se as coordenadas dos pontos que sa˜o os seus ve´rtices. A medida da aresta e´
parametrizada e os pontos dos quais sa˜o pedidas as coordenadas sa˜o escolhidos aleatoriamente.
A imagem foi inicialmente feita utilizando o software Geogebra e exportada para linguagem
TikZ.
Enunciado:
Na figura esta´ representado, num referencial o.n. Oxyz, um cubo de aresta 3.











As coordenadas dos pontos C, E e G sa˜o
unionsqu C(0, 3, 0); E(3, 3, 3); G(0, 0, 3)
unionsqu C(0, 3, 0); E(0, 3, 0); G(3, 0, 0)
unionsqu C(3, 0, 0); E(3, 3, 3); G(0, 0, 3)
unionsqu C(3, 0, 0); E(0, 3, 0); G(0, 0, 3)
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Proposta de resoluc¸a˜o:
Uma vez que o ponto C se encontra sobre o eixo das ordenadas, a abcissa e a cota sa˜o nulas,
logo as suas coordenadas sa˜o (0, 3, 0).
Como a aresta do cubo e´ 3 e o ponto E resulta da intersec¸a˜o dos planos x = 3, y = 3 e
z = 3, as suas coordenadas sa˜o (3, 3, 3).
Uma vez que o ponto G encontra-se sobre o eixo das cotas, as restantes coordenadas sa˜o
nulas e por isso as suas coordenadas sa˜o (0, 0, 3).
Deste modo,
C(0, 3, 0); E(3, 3, 3); G(0, 0, 3).
EXERCI´CIO: E97G40 Equacao plano 024
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio sa˜o dados treˆs pontos e determina-se
uma equac¸a˜o cartesiana do plano que os conte´m. As coordenadas dos pontos sa˜o parametriza-
das. A imagem apresentada na resoluc¸a˜o foi inicialmente feita utilizando o software Geogebra
e exportada para linguagem TikZ.
Enunciado:
Considere, num referencial o.n. Oxyz, os pontos de coordenadas A(−2,−2, 2),
B(−1,−2, 3) e C(4, 2, 2).
Determine a equac¸a˜o cartesiana do plano α que conte´m os treˆs pontos.
unionsqu −x+ 3
2
y + z − 1 = 0
unionsqu x+ z − 6 = 0
unionsqu 6x+ 4z + 14 = 0




A equac¸a˜o cartesiana de um plano e´ da forma
ax+ by + cz + d = 0
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em que (a, b, c) sa˜o as coordenadas de um vetor normal ao plano.
Designe-se por α o plano que conte´m A, B e C e por vα um vetor normal a α, na˜o nulo.











AB = B − A
= (−1,−2, 3)− (−2,−2, 2)
= (−1− (−2) ,−2− (−2) , 3− 2)
= (1, 0, 1) ,
−→
AC = C − A
= (4, 2, 2)− (−2,−2, 2)
= (4− (−2) , 2− (−2) , 2− 2)
= (6, 4, 0)
e sabendo que dois vetores sa˜o perpendiculares se e so´ se o produto escalar entre eles for nulo,
vem
vα · −→AB = 0 ∧ vα · −→AC = 0 .
Ou seja,
 (x, y, z) · (1, 0, 1) = 0(x, y, z) · (6, 4, 0) = 0 ⇔
 x+ z = 06x+ 4y = 0 ⇔
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donde, o sistema tem como soluc¸a˜o o conjunto de pontos da forma (−z, 3
2
z, z), com z ∈ R.
Para z = 1, por exemplo, vem
x = −1 e y = −3
2











Determine-se agora o paraˆmetro d da equac¸a˜o geral ax+ by + cz + d = 0. Para isso, basta
substituir (a, b, c) pelas coordenadas do vetor vα, ja´ determinadas, e as coordenadas do ponto
gene´rico (x, y, z) por um ponto que pertenc¸a ao plano.
Usando o ponto A, por exemplo, vem
−1× (−2) + 3
2
× (−2) + 1× 2 + d = 0
⇔ 2− 3 + 2 + d = 0
⇔ d = −1 .
Obte´m-se, assim, uma equac¸a˜o do plano α:
−x+ 3
2
y + z − 1 = 0.
EXERCI´CIO: E97G40 Eq plano 31
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Dadas as coordenadas de treˆs pontos na˜o colineares,
pretende identificar-se qual a equac¸a˜o do plano que os conte´m. As coordenadas dos pontos sa˜o
valores parametrizados.
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Enunciado:
Considere, num referencial ortonormado Oxyz, os pontos
A(−3,−3,−4), B(0, 2, 2) e C(4,−2, 0).
Identifique qual a condic¸a˜o que define o plano que conte´m os treˆs pontos.
unionsqu (x, y, z) = (−3,−3,−4) + (3, 5, 6)λ+ (4,−4,−2)β, λ, β ∈ R
unionsqu (x, y, z) = (−3,−3,−4) + (0, 2, 2)λ+ (4,−2, 0)β, λ, β ∈ R
unionsqu 3x+ 5y + 6z + 48 = 0
unionsqu (x, y, z) = (3, 5, 6) + (4,−4,−2)β, β ∈ R
Proposta de resoluc¸a˜o:
A equac¸a˜o vetorial de um plano e´ da forma
P = P0 + λ~u+ β~v, λ, β ∈ R,
em que P e´ um ponto gene´rico do plano, P0 um ponto do plano e os vetores ~u e ~v definem a
sua direc¸a˜o.
Determinem-se as coordenadas de dois vetores que definem a direc¸a˜o do plano que conte´m
os pontos A,B e C:
−→
AB = B − A
= (0, 2, 2)− (−3,−3,−4)
= (0− (−3) , 2− (−3) , 2− (−4))
= (3, 5, 6);
−−→
BC = C −B
= (4,−2, 0)− (0, 2, 2)






BC definem a direc¸a˜o do plano se forem na˜o colineares. Os vetores
−→
AB e
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−−→
























BC na˜o sa˜o colineares e, assim,
o plano que conte´m os treˆs pontos pode ser definido pela condic¸a˜o
(x, y, z) = (−3,−3,−4) + (3, 5, 6)λ+ (4,−4,−2)β, λ, β ∈ R,
a qual surge numa das opc¸o˜es de escolha mu´ltipla.
EXERCI´CIO: E97G40 posicao retas planos 015
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio, dada uma equac¸a˜o da reta, determina-
se a sua intersec¸a˜o com um plano coordenado. Todos os valores nume´ricos apresentados sa˜o
parametrizados.
Enunciado:


















unionsqu (0, 4, 0)
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Proposta de resoluc¸a˜o:
Uma vez que o ponto pertence ao plano xOz, a sua ordenada e´ nula, ou seja, o ponto e´ da
forma (x, 0, z).




















































EXERCI´CIO: E97G40 eq reta R3 011
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio apresentam-se dois pontos no espac¸o
e pretende identificar-se as suas coordenadas para posteriormente determinar-se uma equac¸a˜o
da reta que conte´m esses pontos. Apesar de simples resoluc¸a˜o, a construc¸a˜o da figura em R3,
com todos os valores parametrizados, foi de complexa concretizac¸a˜o.
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Enunciado:
Na figura esta´ representado, num referencial o.n. Oxyz, um segmento de reta
[PQ] em que:
• o ponto P pertence ao plano yOz;








Indique qual das condic¸o˜es seguintes define a reta PQ.
unionsqu (x, y, z) = (0, 4, 4) + k(1, 0,−4), k ∈ R
unionsqu (x, y, z) = (1, 0,−4) + k(0, 4, 4), k ∈ R
unionsqu x = 1 ∧ y = 4 ∧ z = 4
unionsqu x+ 4y + 4z = 0
Proposta de resoluc¸a˜o:
A figura permite obter as coordenadas dos dois extremos do segmento de reta: P (0, 4, 4) e
Q(1, 4, 0)
Uma reta fica definida por um ponto que lhe pertenc¸a e por um seu vetor diretor.
A partir dos pontos P e Q, determine-se um vetor diretor:
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−→
PQ = Q− P = (1, 4, 0)− (0, 4, 4) = (1− 0, 4− 4, 0− 4) = (1, 0,−4) .
Utilizando o ponto P e o vetor diretor determinado anteriormente e´ poss´ıvel escrever uma
equac¸a˜o vetorial da reta,
(x, y, z) = (0, 4, 4) + k(1, 0,−4), k ∈ R
a qual surge numa das opc¸o˜es de escolha mu´ltipla.
EXERCI´CIO: E97G40 posicao rel ret R3 2 013
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio sa˜o apresentadas duas condic¸o˜es que
definem duas retas no espac¸o e pretende determinar-se um paraˆmetro k, presente na condic¸a˜o
de uma das retas, de modo a que as retas sejam coincidentes. Todos os valores apresentados sa˜o
parametrizados. O facto de num exerc´ıcio estarem presentes muitas expresso˜es alge´bricas leva
a que, tanto no enunciado como na resoluc¸a˜o, seja necessa´ria a escrita de va´rias condic¸o˜es para
simplificar as expresso˜es quando os paraˆmetros tomam o valor 1 (denominadores de frac¸o˜es,
coeficientes de x).
Enunciado:



















Qual o valor de k?
unionsqu k = −24
unionsqu k = −54
unionsqu k = 4
unionsqu k = 0
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Proposta de resoluc¸a˜o:









sabe-se que (x0, y0, z0) sa˜o as coordenadas de um ponto que lhe pertence e (v1, v2, v3) as coor-
denadas de um seu vetor diretor.
Das equac¸o˜es das retas r e s sabe-se que (3,−5, 10) sa˜o as coordenadas de um vetor diretor
de ambas as retas, concluindo-se desta forma que as mesmas sa˜o paralelas.
Para que sejam coincidentes, e´ necessa´rio garantir que se um ponto pertence a uma reta,
tambe´m pertence a` outra.
O valor do paraˆmetro k e´ uma coordenada do ponto (−3, 7, k) que pertence a` reta s.
























⇔ −3 = −3 = k − 6
10
,
donde resulta, k − 6 = −3× 10
⇔ k − 6 = −30
⇔ k = −24 .
A resposta correta e´, enta˜o, k = −24.
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EXERCI´CIO: E97G40 distancia pontos R3 025
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio determina-se a distaˆncia entre dois
pontos no espac¸o. Todas as coordenadas dos pontos sa˜o parametrizadas.
Enunciado:
Considere num referencial ortonormado Oxyz os pontos A(−4,−4,−5) e
B(−5,−5,−2).








unionsqu d(A,B) = 11
Proposta de resoluc¸a˜o:
A distaˆncia entre dois pontos A e B, de coordenadas (a1, a2, a3) e (b1, b2, b3), respetivamente,
e´ dada pela expressa˜o
d(A,B) =
√




(−5− (−4))2 + (−5− (−4))2 + (−2− (−5))2
=
√




A resposta correta e´, enta˜o, d(A,B) =
√
11.
EXERCI´CIO: E97G40 sup esferica 017
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio sa˜o dadas a equac¸a˜o de um plano
paralelo a xOz e de uma superf´ıcie esfe´rica e pretende determinar-se a sua intersec¸a˜o. Todos os
valores apresentados sa˜o parametrizados. A resoluc¸a˜o do exerc´ıcio depende dos valores tomados
pelos paraˆmetros, levando a treˆs resoluc¸o˜es diferentes: quando a intersec¸a˜o da superf´ıcie esfe´rica
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com o plano e´ um conjunto vazio, quando e´ um ponto ou quando e´ uma circunfereˆncia contida
no plano dado.
Enunciado:
Num referencial Oxyz, considere:
• o plano α, de equac¸a˜o y = −2;
• a superf´ıcie esfe´rica E, de equac¸a˜o x2 + (y + 3)2 + z2 = 9.
A intersec¸a˜o da superf´ıcie esfe´rica E com o plano α e´:
unionsqu uma circunfereˆncia de raio 2√2
unionsqu um ponto
unionsqu uma circunfereˆncia de raio 8
unionsqu um conjunto vazio
Proposta de resoluc¸a˜o:
Para se determinar a intersec¸a˜o da superf´ıcie esfe´rica dada com o plano y = −2, basta
substituir na equac¸a˜o da superf´ıcie esfe´rica a coordenada y por −2:
x2 + (−2 + 3)2 + z2 = 9
⇔ x2 + 1 + z2 = 9
⇔ x2 + z2 = 9− 1
⇔ x2 + z2 = 8 .
Obteve-se uma equac¸a˜o de uma circunfereˆncia, contida no plano y = −2, de centro (0,−2, 0),
em que 8 e´ o quadrado do seu raio.
Assim, conclui-se que a intersec¸a˜o da superf´ıcie esfe´rica E com o plano α e´ uma circun-
fereˆncia de raio 2
√
2.
EXERCI´CIO: E97G40 plano mediador 019
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio determina-se a equac¸a˜o cartesiana de
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um plano mediador de um segmento de reta [AB]. Sa˜o dadas as coordenadas do ponto B
e sa˜o fornecidas condic¸o˜es para se determinar as coordenadas do ponto A. Todos os valores
nume´ricos foram parametrizados; no entanto essa parametrizac¸a˜o foi feita de modo a que os
dois pontos tivessem a mesma ordenada e a mesma cota.
Enunciado:








e o ponto B(5,−7,−9).
Sabendo que A e´ o ponto da reta r de abcissa 2, determine a equac¸a˜o cartesiana
do plano mediador do segmento de reta [AB].




x− 7y = −9




x− 9z = −7
Proposta de resoluc¸a˜o:
Como se sabe que o ponto A pertence a` reta r e tem de abcissa 2, e´ poss´ıvel determinar as



















4.3 To´pico 4330 - Geometria anal´ıtica no espac¸o 77
 y = −7z = −9 .
O ponto A tem, assim, coordenadas (2,−7,−9).
Seja P (x, y, z) um ponto gene´rico do plano mediador de [AB]. Por definic¸a˜o,
d(A,P ) = d(B,P ),
ou seja,
√
(x− 2)2 + (y − (−7))2 + (z − (−9))2 =
√
(x− 5)2 + (y − (−7))2 + (z − (−9))2 .
Uma vez que
(x−2)2 +(y− (−7))2 +(z− (−9))2 ≥ 0∧ (x−5)2 +(y− (−7))2 +(z− (−9))2 ≥ 0 ∀x, y, z ∈ R,
a condic¸a˜o anterior e´ equivalente a
(x− 2)2 + (y + 7)2 + (z + 9)2 = (x− 5)2 + (y + 7)2 + (z + 9)2
⇔ (x− 2)2 = (x− 5)2
⇔ x2 − 4x+ 4 = x2 − 10x+ 25
⇔ 6x = 21
⇔ x = 7
2
.
Pode enta˜o concluir-se que a equac¸a˜o cartesiana do plano mediador do segmento [AB] e´ o




EXERCI´CIO: E97G40 posicao rel ret R3 012
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio apresentam-se as coordenadas de um
vetor, sendo uma delas um paraˆmetro m, e uma condic¸a˜o que define uma reta. Pretende
determinar-se o paraˆmetro m de modo que o vetor dado seja um vetor diretor de uma reta
paralela a` reta dada. Todos os valores apresentados no exerc´ıcio sa˜o parametrizados.
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Enunciado:














O valor de m para o qual as retas AB e r sa˜o paralelas e´:
unionsqu m = 3
unionsqu m = 5
unionsqu m = 0
unionsqu m = −5
Proposta de resoluc¸a˜o:
As duas retas sa˜o paralelas se os seus vetores diretores forem colineares.









sabe-se que (x0, y0, z0) sa˜o as coordenadas de um ponto que lhe pertence e (v1, v2, v3) as coor-
denadas de um seu vetor diretor.
Da condic¸a˜o que define a reta r e´ poss´ıvel obter as coordenadas de um vetor diretor. Para
isso, multiplica-se a frac¸a˜o
−2− z
10










Pode concluir-se que (15, 15,−10) sa˜o as coordenadas de um vetor diretor.
Os vetores (3,m,−2) e (15, 15,−10) sa˜o colineares se existe α ∈ R tal que
(15, 15,−10) = α(3,m,−2),




15 = m× α













Assim, o valor de m e´ igual a 3.
EXERCI´CIO: E97G40 posicao planos 014
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio, dadas duas equac¸o˜es cartesianas do
plano, determina-se a posic¸a˜o relativa entre eles. Todos os valores presentes nas equac¸o˜es dos
planos sa˜o parametrizados; atrave´s desses paraˆmetros e´ verificado o paralelismo dos vetores
normais ao plano, se os planos sa˜o ou na˜o coincidentes e a perpendicularidade entre eles. Este
exerc´ıcio implica assim quatro resoluc¸o˜es distintas, consoante os valores parametrizados.
Enunciado:
Num referencial o.n. Oxyz, os planos α e β sa˜o definidos pelas equac¸o˜es:
α : −7x− 4y + 8z − 10 = 0 e β : −8x− 2y − 8z − 4 = 0 .




unionsqu concorrentes na˜o perpendiculares
Proposta de resoluc¸a˜o:
A equac¸a˜o cartesiana de um plano e´ da forma
ax+ by + cz + d = 0
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em que (a, b, c) sa˜o as coordenadas de um vetor normal ao plano.
Para se estudar a posic¸a˜o relativa entre dois planos basta estudar a posic¸a˜o relativa entre
vetores normais a cada um dos planos.
Nesta situac¸a˜o, vα(−7,−4, 8) e vβ(−8,−2,−8) sa˜o vetores normais aos planos α e β, respe-
tivamente.
Em primeiro lugar pode verificar-se se os dois vetores sa˜o colineares, ou seja, se existe k ∈ R
tal que














Como o sistema e´ imposs´ıvel, na˜o existe k ∈ R que verifique a condic¸a˜o. Pode concluir-se
que os vetores normais ao plano na˜o sa˜o colineares, logo os planos na˜o sa˜o paralelos.
Os planos sa˜o perpendiculares se o produto escalar entre os vetores vα e vβ for nulo.
Calcule-se assim o produto escalar entre os dois vetores:
(−7,−4, 8) · (−8,−2,−8) = −7× (−8) + (−4)× (−2) + 8× (−8)
= 56 + 8− 64
= 0 ,
o que permite concluir que os planos sa˜o perpendiculares.
EXERCI´CIO: E97G40 paralelismo plano reta 016
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio e´ apresentada a equac¸a˜o de um plano
e uma condic¸a˜o que define uma reta, na qual esta´ presente um paraˆmetro m. Pretende
determinar-se o valor desse paraˆmetro de modo a que a reta seja paralela ao plano. Todos
os valores nume´ricos presentes sa˜o parametrizados. A imagem foi inicialmente feita utilizando
o software Geogebra e exportada para linguagem TikZ.
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Enunciado:
Considere, num referencial o.n. Oxyz, o plano α definido pela equac¸a˜o
2x+ 8y − 8z = 0.










paralela ao plano α e´:
unionsqu m = 11
unionsqu m = −16
unionsqu m = −11
unionsqu m = 34
9
Proposta de resoluc¸a˜o:
A equac¸a˜o cartesiana de um plano e´ da forma
ax+ by + cz + d = 0
em que (a, b, c) sa˜o as coordenadas de um vetor normal ao plano.









sabe-se que (x0, y0, z0) sa˜o as coordenadas de um ponto que lhe pertence e (v1, v2, v3) as coor-
denadas de um seu vetor diretor.
Uma reta e´ paralela a um plano se o seu vetor diretor e´ perpendicular ao vetor normal ao
plano.




Da equac¸a˜o do plano obte´m-se ~v(2, 8,−8) como um vetor normal ao plano e das equac¸o˜es
da reta obte´m-se ~u(4, 10,m) como um seu vetor diretor.
Pretende determinar-se o valor de m de modo a que os dois vetores sejam perpendiculares,
ou seja, que o produto escalar dos dois vetores seja nulo.
Assim,
~v · ~u = 0
⇔ (2, 8,−8) · (4, 10,m) = 0
⇔ 2× 4 + 8× 10 + (−8)m = 0
⇔ 8 + 80− 8m = 0
⇔ 88− 8m = 0
⇔ −8m = −88
⇔ m = 11 .
A resposta correta e´, enta˜o, m = 11.
4.4 To´pico 4340 - Produto escalar de vetores
Os exerc´ıcios criados e inseridos no to´pico “Produto escalar de vetores”sa˜o os apresentados
na Tabela 4.1. A maioria deles foi ja´ apresentada nas secc¸o˜es anteriores e, por isso, apresenta-se
de seguida o exerc´ıcio que foi inclu´ıdo unicamente neste to´pico.
4.4 To´pico 4340 - Produto escalar de vetores 83
EXERCI´CIO: E97G40 produto escalar2 R2 008
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio pretende determinar-se o produto esca-
lar entre dois vetores, dadas as suas normas, com dados no enunciado que possibilitam a deter-
minac¸a˜o do cosseno do aˆngulo por eles formado. Tanto as normas dos vetores, como as medidas
dos catetos, sa˜o valores parametrizados. A figura foi inicialmente criada utilizando o software
Geogebra, exportada para linguagem TikZ e posteriormente parametrizada. Neste exerc´ıcio
houve necessidade de efetuar arredondamentos de nu´meros, utilizando instruc¸a˜o “round”, para
a parametrizac¸a˜o da figura.
Enunciado:









No segmento de reta [AD] esta´ assinalado um ponto B.
No segmento de reta [AE] esta´ assinalado um ponto C.
O triaˆngulo [ABC] e´ retaˆngulo em C e AC = 4 e CB = 4.
Indique o valor do produto escalar
−−→
AD · −→AE.
unionsqu −−→AD · −→AE = 48
√
2
unionsqu −−→AD · −→AE = 96
unionsqu −−→AD · −→AE = 24
unionsqu −−→AD · −→AE = 20
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Proposta de resoluc¸a˜o:
Por definic¸a˜o de produto escalar, sabe-se que
−−→
AD · −→AE = ||−−→AD|| ||−→AE|| cosα,
em que α e´ o aˆngulo formado pelos dois vetores.
Uma vez que e´ dada a norma de cada um dos vetores, e´ necessa´ria a determinac¸a˜o do valor
de cosα para posterior ca´lculo do produto escalar.
Num triaˆngulo retaˆngulo, o cosseno de um aˆngulo agudo pode ser determinado pela raza˜o
entre a medida do cateto que lhe e´ adjacente e a medida da hipotenusa. Sendo [ABC] um
triaˆngulo retaˆngulo, para α = ∠CAB, tem-se que cosα = AC
AB
.







= 42 + 42 = 32.


















AD · −→AE = ||−−→AD|| ||−→AE|| cosα







A resposta correta e´ assim 48
√
2.
4.5 Questo˜es de resposta aberta
Nesta secc¸a˜o sa˜o apresentadas questo˜es de resposta aberta. O objetivo da criac¸a˜o deste tipo
de questo˜es era, inicialmente, permitir ao estudante verificar os seus conhecimentos relativa-
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mente a` compreensa˜o das definic¸o˜es teo´ricas que va˜o surgindo ao longo do tema em estudo.
Estas questo˜es tanto podem ser usadas pelos estudantes nos seus estudos, como por docentes
para a elaborac¸a˜o de instrumentos de trabalho e/ou avaliac¸a˜o dos seus discentes.
EXERCI´CIO: E97G40 Subconjuntos plano 026
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio pretende-se que o estudante relacione
as definic¸o˜es de alguns domı´nios planos com as equac¸o˜es/ inequac¸o˜es que as definem. Todos os
valores apresentados sa˜o parametrizados.
Enunciado:
Identifique e defina analiticamente, utilizando equac¸o˜es e inequac¸o˜es cartesia-
nas, os seguintes conjuntos de pontos do plano:
1. Pontos que distam igualmente dos pontos A(6,−3) e B(−5,−3).
2. Pontos cuja distaˆncia ao ponto C(6, 1) na˜o excede 7 unidades.
3. Pontos cuja soma das medidas das distaˆncias aos pontos A(−5, 0) e B(0, 5)
e´ igual a 14.
4. Pontos que distam duas unidades da reta de equac¸a˜o y = −7.
Proposta de resoluc¸a˜o:
1. Pontos que distam igualmente dos pontos A(6,−3) e B(−5,−3).
O conjunto de pontos que distam igualmente dos pontos A(6,−3) e B(−5,−3) e´ a mediatriz
do segmento de reta [AB].
Para um ponto gene´rico P (x, y) pertencente a` mediatriz dos dois pontos, tem-se que
d(A,P ) = d(B,P ).
Ou seja, √
(x− 6)2 + (y − (−3))2 =
√
(x− (−5))2 + (y − (−3))2,
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Uma vez que
(x− 6)2 + (y − (−3))2 ≥ 0 ∧ (x− (−5))2 + (y − (−3))2 ≥ 0 ∀x, y, z ∈ R,
a condic¸a˜o anterior e´ equivalente a
(x− 6)2 + (y + 3)2 = (x+ 5)2 + (y + 3)2
⇔ (x− 6)2 = (x+ 5)2
⇔ x2 − 12x+ 36 = x2 + 10x+ 25
⇔ −22x = −11








2. Pontos cuja distaˆncia ao ponto C(6, 1) na˜o excede 7 unidades.
O conjunto dos pontos cuja distaˆncia ao ponto C(6, 1) na˜o excede 7 unidades e´ o c´ırculo de
centro em C e raio 7.
A equac¸a˜o reduzida de uma circunfereˆncia e´ da forma (x − x0)2 + (y − y0)2 = r2, em que
(x0, y0) sa˜o as coordenadas do seu centro e r a medida do seu raio. Assim, o domı´nio plano
descrito pode ser definido pela inequac¸a˜o
(x− 6)2 + (y − 1)2 ≤ 49.
3. Pontos cuja soma das medidas das distaˆncias aos pontos A(−5, 0) e B(0, 5) e´ igual a 14.
O conjunto de pontos que verificam esta condic¸a˜o e´ uma elipse cujos focos sa˜o os ponto A
e B.







em que a e´ a medida do semieixo que se encontra sobre o eixo das abcissas e b e´ a medida do
semieixo que se encontra sobre o eixo das ordenadas.
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Os focos pertencem a Ox e a > b Os focos pertencem a Oy e a < b
Designam-se por ve´rtices os pontos de intersec¸a˜o da elipse com os eixos coordenados, repre-
sentados nas imagens por A1, A2, B1 e B2.
Da definic¸a˜o de elipse sabe-se ainda que o valor do paraˆmetro a, quando o seu eixo horizontal
e´ maior que o vertical, e´ igual ao comprimento do segmento de reta que une um dos focos a
um dos ve´rtices da elipse que se encontra sobre o eixo das ordenadas. Quando o eixo vertical
e´ maior que o eixo horizontal, o valor do paraˆmetro b e´ igual a` distaˆncia de um dos focos a um
dos ve´rtices da elipse que se encontra sobre o eixo das abcissas.
F1, F2 e´ a distaˆncia focal, isto e´, a distaˆncia entre os dois focos.
Do enunciado sabe-se que o pontos A e B sa˜o os focos da elipse e, como esta˜o contidos no
eixo Ox, pode deduzir-se que o seu eixo maior esta´ tambe´m sobre o eixo Ox, correspondendo
assim a` primeira situac¸a˜o.
Sabe-se ainda que a =
14
2
= 7 e c = 5 (semidistaˆncia focal).
Aplicando o Teorema de Pita´goras, tem-se que:
a2 = b2 + c2 ⇔ 72 = b2 + 52 ⇔ b2 = 49− 25 = 24.
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4. Pontos que distam duas unidades da reta de equac¸a˜o y = −7.
O conjunto de pontos que distam duas unidades da reta de equac¸a˜o y = −7 sa˜o duas retas,
paralelas a y = −7, de equac¸o˜es y = −7− 2 e y = −7 + 2, ou seja,
y = −9 ∨ y = −5.
EXERCI´CIO: E97G40 Retas plano 027
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio o estudante pode verificar os seus
conhecimentos relativos a retas no plano, sendo apresentadas treˆs equac¸o˜es de retas de diferentes
formas. Todos os valores apresentados sa˜o parametrizados.
Enunciado: Considere, num plano munido de um referencial cartesiano, as
retas r, s e p definidas, respetivamente, por
−2x+2y+6 = 0, (x, y) = (5,−3)+t(6, 10), t ∈ R e
 x = λ3y = 2 + 5λ , λ ∈ R.
1. Determine os pontos em que a reta r interseta os eixos coordenados.
2. Determine a ordenada do ponto da reta s que tem abcissa −2.
3. Justifique que o ponto (−1,−1) pertence a` reta p.
4. Indique, para cada uma das retas, um vetor diretor.
5. Escreva a equac¸a˜o reduzida da reta s.
6. Indique, de entre r, s e p, eventuais pares de retas paralelas.
4.5 Questo˜es de resposta aberta 89
Proposta de resoluc¸a˜o:
1. Determine os pontos em que a reta r interseta os eixos coordenados.
A reta r interseta o eixo das abcissas no ponto de ordenada 0. Determine-se a sua abcissa:
−2x+ 2× 0 + 6 = 0
⇔ −2x = −6
⇔ x = 3 .
Assim, (3, 0) e´ ponto de intersec¸a˜o com o eixo Ox. A reta r interseta o eixo das ordenadas no
ponto de abcissa 0. Determine-se, agora, a sua ordenada:
−2× 0 + 2y + 6 = 0
⇔ 2y = −6
⇔ y = −3 ,
o que permite concluir que a reta interseta o eixo y no ponto (0,−3).
Assim, a reta r interseta os eixos coordenados nos pontos de coordenadas (3, 0) e (0,−3) .
2. Determine a ordenada do ponto da reta s que tem abcissa −2.
Da equac¸a˜o vetorial da reta s obteˆm-se as equac¸o˜es: x = 5 + 6ty = −3 + 10t .
Para x = −2, vem
 −2 = 5 + 6ty = −3 + 10t ⇔
 t = −
7
6
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A ordenada do ponto da reta s que tem abcissa −2 e´ enta˜o −44
3
.
3. Justifique que o ponto (−1,−1) pertence a` reta p.
O ponto (−1,−1) pertence a` reta p se existir λ ∈ R para o qual se verifiquem as condic¸o˜es
que definem a reta p.
Substituindo as coordenadas do ponto nas equac¸o˜es que definem a reta, vem
 −1 = λ3× (−1) = 2 + 5λ ⇔




 λ = −1λ = −1 ,
donde se conclui que o ponto (−1,−1) pertence a` reta p.
4. Indique, para cada uma das retas, um vetor diretor.
Um vetor diretor de uma reta pode ser determinado a partir de dois pontos que pertenc¸am
a` reta.
Determinem-se dois pontos que pertenc¸am a` reta r:
• Para x = 0, vem 0 + 2y + 6 = 0⇔ y = −3;
• Para x = 1, vem −2× 1 + 2y + 6 = 0⇔ y = −2 .
Assim, um vetor diretor da reta r pode ser ~vr = (0,−3)− (1,−2) = (−1,−1).
Da equac¸a˜o vetorial da reta s obte´m-se como vetor diretor ~vs(6, 10).
No que respeita a` reta p, em primeiro lugar determinam-se dois pontos que lhe pertenc¸am:
• Para x = 0, vem λ = 0, donde resulta 3y = 2⇔ y = 2
3
;
• Para x = 1, vem λ = 1, donde resulta 3y = 2 + 5⇔ y = 7
3
.


















5. Escreva a equac¸a˜o reduzida da reta s.
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A equac¸a˜o reduzida de uma reta e´ da forma y = mx+ b, em que m representa o declive e b
a ordenada na origem. Pretende determinar-se estes dois valores.








Para determinar o paraˆmetro b basta substituir na equac¸a˜o geral y = mx+ b os valores de




× 5 + b⇔ b = −3− 25
3
⇔ b = −34
3
.






6. Indique, de entre r, s e p, eventuais pares de retas paralelas.
Duas retas sa˜o paralelas se os seus vetores diretores sa˜o colineares, ou seja, as retas r e s
sa˜o paralelas se existe k ∈ R tal que
vr = k vs.
Neste caso vem
vr = k.vs ⇔ (−1,−1) = k(6, 10)⇔




k = − 1
10
.
Como o sistema e´ imposs´ıvel, pode concluir-se que as retas r e s na˜o sa˜o paralelas.
De modo ana´logo, verifique-se agora se s e p sa˜o paralelas:










 k = −6k = −6 ,
o que permite concluir que as retas s e p sa˜o paralelas.
EXERCI´CIO: E97G40 Retas espaco 028
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Neste exerc´ıcio o estudante pode explorar os seus
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conhecimentos relacionados com retas no espac¸o. Todos os valores apresentados sa˜o parame-
trizados.
Enunciado:
Fixado um referencial ortonormado no espac¸o, considere a reta s de equac¸a˜o
vetorial
s : (x, y, z) = (0,−1, 0) + t(5, 5,−2), t ∈ R .
1. Averigue se os pontos A(−2,−3, 6) e B(−5,−6, 2) pertencem a` reta s.
2. Determine o ponto de intersec¸a˜o da reta s com o plano xOz.
3. Indique uma equac¸a˜o vetorial da reta r, paralela a s e que passa pela origem
do referencial.
4. Indique uma equac¸a˜o vetorial da reta t perpendicular a s e que passa pelo
ponto B.
Proposta de resoluc¸a˜o:
1. Averigue se os pontos A(−2,−3, 6) e B(−5,−6, 2) pertencem a` reta s.
O ponto A pertence a` reta s se existe t ∈ R, para o qual e´ satisfeita a equac¸a˜o vetorial
que define a reta. Para se encontrar esse valor de t basta substituir as coordenadas (x, y, z) do
ponto gene´rico da reta pelas coordenadas do ponto A:
(−2,−3, 6) = (0,−1, 0) + t(5, 5,−2)⇔

−2 = 5t





















Como o sistema e´ imposs´ıvel, conclui-se que o ponto A na˜o pertence a` reta s.
Procedendo de modo ana´logo com o ponto B, vem
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(−5,−6, 2) = (0,−1, 0) + t(5, 5,−2)⇔

−5 = 5t



















donde se conclui que o ponto B pertence a` reta s.
2. Determine o ponto de intersec¸a˜o da reta s com o plano xOz.
O ponto de intersec¸a˜o da reta s com o plano xOz e´ o ponto de ordenada 0. Para determinar
as outras duas coordenadas do ponto, basta substituir na equac¸a˜o da reta a ordenada do ponto
gene´rico por 0.
De (x, 0, z) = (0,−1, 0) + t(5, 5,−2) resulta

x = 5t

































3. Indique uma equac¸a˜o vetorial da reta r, paralela a s e que passa pela origem do referencial.
Duas retas sa˜o paralelas se os seus vetores diretores forem colineares, ou simplesmente se
tiverem o mesmo vetor diretor. Usando o vetor diretor da reta s e como ponto a origem do
referencial, (0, 0, 0), uma equac¸a˜o da reta r pode ser
r : (x, y, z) = (0, 0, 0) + t(5, 5,−2), t ∈ R,
que e´ equivalente a
r : (x, y, z) = t(5, 5,−2), t ∈ R.
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4. Indique uma equac¸a˜o vetorial da reta t perpendicular a s e que passa pelo ponto B.
Duas retas sa˜o perpendiculares se os seus vetores diretores forem tambe´m perpendiculares.
Por sua vez, dois vetores sa˜o perpendiculares se o seu produto escalar for nulo. Designe-se por
~vs um vetor diretor da reta s e por ~vt um vetor diretor da reta t. Tem-se que:
~vs · ~vt = 0⇔ (5, 5,−2) · (v1, v2, v3) = 0⇔ 5v1 + 5v2 − 2v3 = 0 .
Para v1 = 1 e v2 = 1, por exemplo, vem
5 + 5− 2v3 = 0⇔ v3 = −5− 5−2 = 5 .
Logo ~vt = (1, 1, 5) e, consequentemente, a equac¸a˜o vetorial da reta t poderia ser
t : (x, y, z) = (−5,−6, 2) + k(1, 1, 5), k ∈ R .
EXERCI´CIO: E97G40 esfera 029
Descric¸a˜o suma´ria do exerc´ıcio: Este exerc´ıcio pretende explorar conhecimentos relaci-
onados com a superf´ıcie esfe´rica e a sua intersec¸a˜o com planos paralelos aos planos coordenados.
Os valores parametrizados sa˜o os coeficientes de x, y e z e o termo independente da equac¸a˜o
da superf´ıcie esfe´rica dada, os valores nume´ricos das questo˜es 2.2. e 2.3. e as coordenadas do
ponto da questa˜o 3.
Enunciado:
Considere, fixado num referencial cartesiano do espac¸o, a superf´ıcie esfe´rica de
equac¸a˜o x2 + y2 + z2 − 8x+ 4y − 6z − 20 = 0.
1. Indique o centro C e o raio da superf´ıcie esfe´rica.
2. Determine expresso˜es anal´ıticas que definem a intersec¸a˜o da superf´ıcie
esfe´rica com cada um dos seguintes conjuntos de pontos:
2.1. O eixo Ox.
2.2. O plano de equac¸a˜o z = 3.
2.3. O plano de equac¸a˜o y = 5.
3. Prove que o ponto A(4,−2, 10) pertence a` superf´ıcie esfe´rica e determine a
condic¸a˜o que define a esfera de centro A e raio AC.
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Proposta de resoluc¸a˜o:
1. Indique o centro C e o raio da superf´ıcie esfe´rica.
Para determinar o centro e o raio da superf´ıcie esfe´rica e´ necessa´rio escrever a condic¸a˜o que
a define na forma
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = r2,
em que (x0, y0, z0) sa˜o as coordenadas do centro e r a medida do seu raio.
Para isso:
x2 + y2 + z2 − 8x+ 4y − 6z − 20 = 0
⇔ x2 − 8x+ 16− 16 + y2 + 4y + 4− 4 + z2 − 6z + 9− 9− 20 = 0
⇔ (x− 4)2 + (y + 2)2 + (z − 3)2 − 20− 16− 4− 9 = 0
⇔ (x− 4)2 + (y + 2)2 + (z − 3)2 = 49 .
Assim, o centro da circunfereˆncia e´ C(4,−2, 3) e o seu raio tem de medida r = √49 = 7.
2. Determine expresso˜es anal´ıticas que definam a intersec¸a˜o da superf´ıcie esfe´rica com cada
um dos seguintes conjuntos de pontos:
2.1. O eixo Ox.
A superf´ıcie esfe´rica interseta o eixo Ox no ponto de ordenada e cota nulas. Assim, para
y = 0 e z = 0 vem:
(x− 4)2 + (0 + 2)2 + (0− 3)2 = 49
⇔ (x− 4)2 + 4 + 9 = 49
⇔ x2 − 8x+ 16 + 4 + 9 = 49
⇔ x2 − 8x− 20 = 0 .
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⇔ x = 8 + 12
2
∨ x = 8− 12
2
⇔ x = 10 ∨ x = −2 .
O resultado anterior permite concluir que a superf´ıcie esfe´rica interseta o eixo Ox nos pontos
de coordenadas (10, 0, 0) e (−2, 0, 0).
2.2. O plano de equac¸a˜o z = 3.
Para determinar a intersec¸a˜o da superf´ıcie esfe´rica com o plano z = 3, substitu´ı-se na
equac¸a˜o da superf´ıcie esfe´rica a coordenada z do ponto gene´rico por 3:
(x− 4)2 + (y + 2)2 + (3− 3)2 = 49
⇔ (x− 4)2 + (y + 2)2 = 49 .
O que permite concluir que a intersec¸a˜o da superf´ıcie esfe´rica com o plano z = 3 e´ uma circun-
fereˆncia de centro (4,−2, 3) e de raio 7, contida nesse plano.
2.3. O plano de equac¸a˜o y = 5.
Para y = 5 vem:
(x− 4)2 + (5 + 2)2 + (z − 3)2 = 49
⇔ (x− 4)2 + 49 + (z − 3)2 = 49
⇔ (x− 4)2 + (z − 3)2 = 0 .
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A condic¸a˜o anterior so´ se verifica para x = 4 e z = 3, donde se conclui que a superf´ıcie esfe´rica
interseta o plano y = 5 num u´nico ponto de coordenadas: (4, 5, 3).
3. Prove que o ponto A(4,−2, 10) pertence a` superf´ıcie esfe´rica e determine uma condic¸a˜o
que define a esfera de centro A e raio AC.
Verifique-se que o ponto A(4,−2, 10) pertence a` superf´ıcie esfe´rica, substituindo na equac¸a˜o
dessa superf´ıcie as coordenadas do ponto gene´rico pelas coordenadas do ponto A:
(4− 4)2 + (−2 + 2)2 + (10− 3)2 = 49,
72 = 49,
49 = 49 .
Donde se conclui que o ponto A pertence efetivamente a` superf´ıcie esfe´rica.
Para determinar a medida do raio AC determina-se a distaˆncia de A(4,−2, 10) a C(4,−2, 3):
d(A,C) =
√




49 = 7 .
Assim, a inequac¸a˜o reduzida da esfera de centro A e raio AC e´:
(x− 4)2 + (x+ 2)2 + (y − 10)2 ≤ 72




O insucesso a` disciplina de Matema´tica e´ uma realidade que os professores teˆm que tentar
combater todos os anos. A diversificac¸a˜o de estrate´gias de ensino pode ser um meio de incentivar
e estimular o gosto pela disciplina.
Os nossos alunos cresceram num ambiente em que as tecnologias de informac¸a˜o assumem
um papel importante. Uma das principais func¸o˜es do professor e´ criar e estimular o ambiente
educativo, portanto e´ da sua responsabilidade a inserc¸a˜o dessas tecnologias na sala de aula, de
modo a integrar os interesses do aluno no processo de aprendizagem.
De acordo com o National Council of Teachers of Mathematics, o uso da tecnologia surge
como um dos princ´ıpios para o ensino da matema´tica. Refere ainda que a tecnologia na˜o devera´
ser usada como uma substituic¸a˜o para a compreensa˜o e intuic¸a˜o elementar, mas, pelo contra´rio,
podera´ e devera´ ser usada para estimular essa compreensa˜o e intuic¸a˜o [17].
Ao longo da minha pra´tica letiva sempre foi minha preocupac¸a˜o manter-me atualizada no
que diz respeito a`s novas tecnologias e a` sua utilizac¸a˜o em sala de aula. O principal objetivo
deste trabalho vai de encontro a esse meu interesse: a criac¸a˜o de recursos digitais de apoio ao
ensino da Geometria Anal´ıtica no ensino secunda´rio, de fa´cil acesso, que permitem ao aluno a
realizac¸a˜o de um estudo auto´nomo e avaliac¸a˜o da sua evoluc¸a˜o.
Este trabalho foi um verdadeiro desafio uma vez que na˜o tinha conhecimentos de linguagem
LATEX, de programac¸a˜o em Python ou HTML. Realizei um trabalho bastante auto´nomo e
autodidata, recorrendo a tutoriais e exemplos dispon´ıveis na internet. E´ claro que a ajuda
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dos orientadores foi indispensa´vel para superar algumas dificuldades.
Apesar da maioria das imagens apresentadas no cap´ıtulo 2 e nos exerc´ıcios criados ter sido
inicialmente constru´ıda recorrendo ao software Geogebra, a concretizac¸a˜o final foi um processo
muito moroso.
Foi um trabalho muito estimulante pois a descoberta e aplicac¸a˜o de novas instruc¸o˜es foi per-
manente, com imediata possibilidade de teste. Conseguir-se um produto final igual ao conceito
inicialmente idealizado e´ muito motivador.
A minha avaliac¸a˜o deste trabalho na˜o passa so´ pela escrita da dissertac¸a˜o e pela elaborac¸a˜o
e funcionalidade dos exerc´ıcios apresentados; passara´, espero que num futuro pro´ximo, pela
ana´lise do trabalho desenvolvido pelos alunos quando possibilitados a utilizar esta plataforma
que para eles foi criada. Para mim essa sera´ a conclusa˜o e a verdadeira avaliac¸a˜o do trabalho
por mim feito.
Todos os trabalhos podem ser melhorados e este na˜o e´ excec¸a˜o. Associado a cada exerc´ıcio
poderiam criar-se applets em Geogebra que permitissem ao aluno verificar as propriedades/
relac¸o˜es utilizadas na sua resoluc¸a˜o. A pro´pria plataforma SIACUA sera´ sempre um produto
inacabado uma vez que todos os conteu´dos va˜o carecendo de atualizac¸o˜es ou complementos.
De acordo com Jose´ Sebastia˜o e Silva,
“Seria poss´ıvel dizer o que e´ a Matema´tica se esta fosse uma cieˆncia morta. Mas a Ma-
tema´tica e´, pelo contra´rio, uma cieˆncia viva, que se encontra hoje, mais do que nunca, em
ra´pido desenvolvimento, proliferando cada vez mais em novos ramos, que mudam na˜o so´ a sua
fisionomia, como ate´ a sua esseˆncia.”
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